
ANALYTICKÁ  GEOMETRIE

V  PŘÍKLADECH

Marie Polcerová
Jaroslav Bayer



2

Úvod

Předlo�ený učební text je koncipován jako pracovní se�it pro studenty 1. semestru chemické
fakulty a to pro předmět Matematika I.

Kurz Matematika I s hodinovým rozsahem 4 hodiny předná�ek a 5 hodin cvičení v zimním
semestru je obsahově rozdělen na Lineární algebru (2/2), Matematickou analýzu (2/2) a Počítačová
cvičení (0/1). Podstatnou část obsahu Lineární algebry tvoří analytická geometrie.

Obsahová náplň předlo�eného pracovního se�itu má seznámit studenty se základy analytické
geometrie lineárních a kvadratických útvarů v rovině i v prostoru. Kapitoly v analytické geometrii
jsou na některých středních �kolách probírány velmi spoře a dělají studentům nemalé potí�e,
zejména v prostorové představivosti, na kterou se potom navazuje nejen v diferenciálním a
integrálním počtu, ale i v dal�ích předmětech na FCH.

Předlo�ená studijní pomůcka má umo�nit studentům lépe a pohodlněji pochopit předná�enou
látku z matematiky, doplnit některé nedostatky ze střední �koly a spojitě navázat na způsob
vysoko�kolského studia.

                                                                                                     Autoři
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Analytická geometrie je část matematiky, která studuje vlastnosti geometrických útvarů a
vztahy mezi nimi pomocí algebraických metod vektorové algebry a metody souřadnic. Těmto
metodám souhrnně říkáme analytické metody � odtud název analytická geometrie.

Analytické vyjádření geometrického útvaru má tvar rovnice nebo nerovnice; v tom případě
hovoříme o rovnici nebo nerovnici geometrického útvaru, ve které vystupují souřadnice
proměnného bodu a dal�í pevné body event. vektory, umístěné v soustavě souřadnic.
V rovině E2 zvolíme dvě k sobě kolmé osy x, y a na nich jednotkové vektory: i, j. V prostoru E3
zvolíme tři navzájem kolmé osy x, y, z a na nich jednotkové vektory: i, j, k. Takto zvolenou
souřadnicovou soustavu nazýváme kartézskou � ortonormální.

1 Analytická geometrie lineárních útvarů v rovině E2

1.1 Vzdálenost d dvou bodů A, B

Vektor AB  označme d ; 12 rrABd −== ;
( ) ( ) jirOA 2121121  ;;  ;A aaaaaa +==== ; 21   aa , �nazýváme souřadnice vektoru 1r ,
( ) ( ) jirOB 2121221  ;;  ;B bbbbbb +==== ; ji 21   , bb �nazýváme slo�ky vektoru 2r ,

( ) ( ) ( ) ( )222
2

11221112   ababababd −+−=−+−=−=== jirrABd ;

AB �nazýváme velikost vektoru AB ; co� je vzdálenost bodů A, B.

Příklad č. 1: Vypočítejte vzdálenost bodů C, D, jestli�e ( )5 ;3C = a ( )7 ;1D = .

Ře�ení: ( ) ( ) 8282228445731 22 ,===+=−+−=d .
Vzdálenost dvou bodů C, D je 2,828 jednotek.

1.2 Pojem čáry a její rovnice v E2

Čáru (přímku nebo křivku) budeme chápat jako geometrické místo bodů. Rovnice (rovinné) čáry
mů�e být zapsána jako:
a) Implicitní rovnice:  ( ) 0=yxF ,  , jsou-li splněny následující dvě podmínky:

1) souřadnice ( )yx  ;  ka�dého bodu čáry vyhovují rovnici ( ) 0=yxF , ,
2) ka�dý bod ( )yx  ; , který splňuje rovnici ( ) 0=yxF ,  patří dané čáře.

Ukázky: 012 =+− yx    �  přímka,
0922 =−+ yx  � kru�nice.
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b) Explicitní rovnice:  )(xfy =  , výraz na pravé straně závisí jen na x.

Ukázky: 12 += xy �  přímka,
29 xy −=  � polokru�nice.

c) Parametrická rovnice: )(),( tyytxx ==  pro [ ]21;ttt ∈∀ ,bod o souřadnicích )(),( tytx je bodem
čáry a pro ka�dý bod čáry ( )yx;  existuje [ ]21;ttt ∈ takové, �e jsou splněny rovnice:

)(  ),( tyytxx == , kde  t  je parametr.

Ukázky: ( )∞∞−∈∀+==  ;;12; ttytx  � přímka,
[ ]π2;0;sin3;cos3 ∈∀== ttytx  � kru�nice.

d) Vektorová parametrická rovnice: jir ⋅+⋅= )()( tytx . Bod ( ) ( )( )tytx ; je určen
průvodičem ( )tr - vektorem.

Ukázky: jir ⋅++⋅= )12( tt � přímka,
jir ⋅+⋅= tt sin3cos3 � kru�nice.

1.3 Polární souřadnice v E2

Polární osa o � orientovaná polopřímka s počátečním bodem O.
Průvodič r � velikost vektoru r , platí r== OAr .
Amplituda ϕ � kladně orientovaný úhel, který je odchylkou polopřímek o  a OA .
Poloha ka�dého bodu );(A ϕr= je jednoznačně určena polárními souřadnicemi:

π20;0;, <≤≥ ϕϕ rr .
V kartézských souřadnicích � ( )21  ;A aa= .
V polárních souřadnicích � ( )ϕ ;A r= .
Platí: ϕϕ coscos1 ra =⋅=⋅= rir ,

ϕϕ sinsin2 ra =⋅=⋅= rjr ,

( ) 22222
2

2
1 sincos rraa =+=+ ϕϕ ,

2
2

2
1 aar += ,

2
2

2
1

1arccos
aa

a

+
=ϕ ,

2
2

2
1

2arcsin
aa

a

+
=ϕ .
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Příklad č. 2: Vyjádřete bod ( )2;2A =  v polárních souřadnicích.

Ře�ení: 24222
2

2
1 ==+=+= aar ,

4
π

2
2arccosarccos

2
2

2
1

1 ==
+

=
aa

aϕ ,

4
π

2
2arcsinarcsin

2
2

2
1

2 ==
+

=
aa

aϕ ,

Bod A má tyto polární souřadnice 





=

4
π; 2A .

1.4 Přímka v E2

a) Přímka určená bodem A a směrovým vektorem s

( ) srOPrrsAP taat +===⋅= 0210 ,;, .
Parametrický tvar: srr t+= 0 ,

11 tsax +=  ,          pro ( )∞∞−∈ ; t .

22 tsay += ,

Kanonický tvar: t
s

ay
s

axt =
−

=
−

=
2

2

1

1 .

( )1
1

2
2

2

2

1

1 ax
s
sayt

s
ay

s
ax

−=−⇒=
−

=
−

,

αtan
1

2 == k
s
s

 � směrnice a π0 <≤α .

Směrnicový tvar: ( )12 axkay −=− ,

( ) ( ) 0    2112121
1

2
2 =−−−⇒−=− asasysxsax

s
say .

Obecný tvar: 0=++ cbyax .

Příklad č. 3: Přímka je dána bodem A(3, 5) a směrovým vektorem ( )2;1−=sr . Napi�te její
parametrický, kanonický, směrnicový a obecný tvar.

Ře�ení: Parametrický tvar: tx += 3  ,          pro ( )∞∞−∈ ; t .
ty 25−= ,

Kanonický tvar: 
2

5
1

3
2
5

1
3 yxtyx −=−

⇒=
−
−=− .

Směrnicový tvar: ( ) 112325 +−=⇒−−=− xyxy .
Obecný tvar: ( ) 01120562 =−+⇒=−−−−− yxyx .
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b) Směrnicový tvar rovnice přímky dané bodem ( )q ;0Q =  a směrnicí k

( )00 xxkyy −=− ,      qkxykxqy +=⇒=− ;      nesmí být rovnobě�ná s osou y.

c) Úsekový tvar rovnice přímky určené dvěma body  na osách ( )q ;0Q = , ( )0 ;P p=

( )0
01

01
0 xx

xx
yy

yy −
−
−

=− ,                                   ( ) pqxqyppx
p

qy −=−⇒−
−

= ,

11 =+⇒⋅=+
q
y

p
x

pq
pqypxq ;        nesmí procházet počátkem.

d) Přímky ve zvlá�tní poloze
Obecný tvar: 0=++ cbyax ,

Přímky rovnobě�né s osou y: cx =      ( )0,0,1 >== cba .

Přímka rovnobě�ná s osou x: 
b
cy −=    ( )0=a .
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Přímka procházející počátkem: kxy = ,   





 =−= 0,c

b
ak .

Osa x má rovnici: 0=y .
Osa y má rovnici: 0=x .

e) Přímka určená dvěma různými body ( ) ( )2121  ;B , ;A bbaa ==

12 rrAB −=   je směrový vektor ( )21  ; ss== ABs ;
( )121 rrrr −+= t ,
( )111 abtax −+= , 111 abs −= ,
( )222 abtay −+= , 222 abs −= .

Vyloučením parametru t: 
22

2

111

1

ab
ay

ab
axt

−
−

=
−
−

= .

Výpočet směrnice k: ( ) k
s
s

ab
abax

ab
abay ==

−
−

⇒−⋅
−
−

=−
1

2

11

22
1

11

22
2 .

Obecná rovnice přímky: 0=++ cbyax ,
( ) 0211212 =−−− asasysxs ,

tedy ( )ab  ; −s směrové parametry přímky p.

f) Tři body na přímce: ( ) ( ) ) ;(P , ;B , ;A 2121 yxbbaa ===
Podmínka, aby tři body le�ely na jedné přímce:

0
1
1
1

21

21 =
bb
aa
yx

     � rovnice přímky určené body A, B.

( )121 rrrr −+= t ;
( )111 abtax −=− ,
( )222 abtax −=− .
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Ře�ení pro neznámou t existuje, jestli�e det = 0.

0
222

111 =
−−
−−

abay
abax

,                                  0
100
1
1

222

111

=−−
−−

abay
abax

.

Příklad č. 4: Přímka p je dána dvěma různými body ( )5 ;2A =  a ( )2 ;7B −= . Napi�te
parametrický tvar, obecný tvar, směrnicový tvar, úsekový tvar a kanonický tvar
přímky p a nalezněte chybějící souřadnici bodu ( )? ;4C =  tak, aby bod C le�el na
přímce p.

Ře�ení: )7  ;5(AB −=−=AB   je směrový vektor ( )7 ;5 −== ABs .
Parametrický tvar: tx 52 += ,           pro ( )∞∞−∈ ; t .

ty 75−= ,

Kanonický tvar: 
7

5
5

2
7
5

5
2 yxtyx −=−

⇒=
−
−=− .

Směrnicový tvar: 
5
7

1

2 −==
s
sk , ( ) ( )2

5
7512 −−=−⇒−⋅=− xyaxkay ,

5
39

5
7 +−= xy .

Obecný tvar: normálový vektor přímky p
    ( ) 039570575  ;7 =−+⇒=++⇒= yxcyxn .

Úsekový tvar: 1

5
39

7
39

1
39
5

39
73957 =+⇒=+⇒=+ yxyxyx .

Bod ( )? ;4C = : 
5
1103952803957 =⇒=−+⇒=−+ yyyx .

Bod 





=

5
11 ;4C .

Příklad č. 5: Vy�etřete, zda body ( )5 ;1A = , ( )5� ;3B = , ( )0 ;2C =  le�í na jedné přímce.
Bodem A veďte přímku rovnobě�nou s osou x a bodem B veďte přímku
rovnobě�nou s osou y.

Ře�ení: 01010
105
21

153
151
102

=+−=
−−

⇒
−

.

Body A, B, C le�í na jedné přímce.
Přímka rovnobě�ná s osou x a procházející bodem A má rovnici y = 5.
Přímka rovnobě�ná s osou y a procházející bodem B má rovnici x = 3.



g) Normálová rovnice přímky

Bod p∈P  a platí d=⋅ 0nr ,
( ) ( ) 0sin cos   =−+⋅+ dyx ϕϕ jiji ,

0sincos =−+ dyx ϕϕ .
Obecná rovnice přímky: 0=++ cbyax .
Existuje takové číslo ρ , �e ( ) dyxcbyax −+=++ ϕϕρ sincos ,

dcba −=== ρϕρϕρ ; sin; cos ,

2222
2 11

baba +

±=⇒
+

= ρρ .

Obecnou rovnici napí�eme v normálovém tvaru: 0
22
=

+±

++

ba
cbyax .

Proto�e d > 0, volíme znaménko tak, aby 0
22
<

+
±

ba
c ;   pro 0<c  +  ,  pro 0>c  � .

Příklad č. 6: Napi�te obecnou rovnici přímky v normálovém tvaru, jestli�e d = 5, 
3
π=ϕ .

Ře�ení: 010305
2
3

2
105

3
πsin

3
πcos =−+⇒=−+⇒=−+ yxyxyx .

1.5 Vzdálenost bodu ) ;(M 00 yx= od přímky p

ϕϕ sincos 00 yxd +=       tak�e      0 cosxv += ϕ

Příklad č. 7: Vypočítejte vzdálenost bodu N 

Ře�ení: (
5
10

5
634: −==

−
+− vyxp

určené přímkou p.
Vzdálenost bodu N od přímky 
0sincos: =−+ dyxp ϕϕ ,
0sincos: =−+ dyxp ϕϕ ,

p∈M ∥ p;      v: M ⊣ p;      ddv −= ,
10

22

00
0 ;sin

ba

cbyax
vdy

+±

++
=−ϕ .

( )1 ;3=  od přímky 0634 =+− yx .

3)6312 −=+− ; O a N le�í v té�e polorovině

p je 3 jednotky.



11

1.6 Svazek přímek

Svazek přímek je mno�ina v�ech přímek roviny incidentních s jedním bodem S (vrcholem
svazku). Je určen libovolnou dvojicí základních přímek 21; pp .

Příklad č. 8: Přímkami 03:  ;012: 21 =+−=−+ yxpyxp  je určen svazek přímek. Najděte
vrchol svazku a rovnici přímky svazku, pro kterou platí 1;1 −== µλ .

Ře�ení: 023312 =+⇒−+−=−+ xyxyx .
S � vrchol svazku:

,03 
,012

=+−
=−+

yx
yx

         





−==−=

3
7 ;

3
2S;

3
7;

3
2 yx .

Rovnice přímky svazku, pro kterou platí 1;1 −== µλ  je 023 =+x ,

a vrchol svazku 





−=

3
7 ;

3
2S .

Příklad č. 9: Najděte osu souměrnosti přímek 028314  ;024613 =++=−− yyyx .

Ře�ení:
a) Obecně: 0:;0: 22221111 =++=++ cybxapcybxap .

Osa souměrnosti je tvořena body ( )yx; , které mají od přímek 21; pp  stejné

vzdálenosti. 0:
2

2
2

2

222

2
1

2
1

111 =
+±

++
±

+±

++

ba

cybxa

ba

cybxao .

b) Konkrétně: 0
9196
28314

36169
24613 =

+
++±

+
−− yxyx ,

( )

,04327
,0529

,02824361413
205
1

=+−
=++

=±−±−±

yx
yx

yyxx

Rovnice svazku: 0  21 =+ pp µλ ,
µλ  ;  jsou reálná čísla současně nerovná nule.

( ) .0  ,0222111 ≠=+++++ λ
λ
µ cybxacybxa
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.
3
49

,
9

52
9

+=

−−=

xy

xy

1.7 Obsah trojúhelníka ABC
Trojúhelník je zadaný třemi různými nekolineárními body ) ;( ); ;(B ); ;(A 212121 ccCbbaa === .

V E3: )0 ; ;(C );0 ; ;(B );0 ; ;(A 212121 ccbbaa === .

Objem hranolu ABCA´B´C´ o vý�ce 1=k  je roven obsahu trojúhelníka ABC.
Objem hranolu:

[ ]

∆ABC

21

21

21

2211

2211

2211

2211

 
1
1
1

 
2
1

 
1
1
100

 
2
1 

0
0
100

 
2
1  

2
1

P
cc
bb
aa

acac
abab

acac
ababV

=

=
−−
−−=

−−
−−== ACABk

Příklad č. 10: Určete třetí vrchol trojúhelníka, jestli�e jsou dány jeho vrcholy
)3 ;6(B );3 ;4(A −== , obsah P = 21 a třetí vrchol C le�í na ose x.

Ře�ení: 21 
10
136
134

 
2
1 

1
1
1

 
2
1

121

21

21

=−⇒=
ccc

bb
aa

P .

Bod, který le�í na ose x má 02 =c .

21)01833012(
2
1

11 =−−+++− cc ,

21)630(
2
1

1 =+− c ,

      21315 1 =+− c ,
                363 1 =c ,
                  121 =c .

Třetí vrchol trojúhelníka )0 ;12(C = .

Jednotkový souřadnicový vektor )1 ;0 ;0(=k ,
)0 ; ;( 2211 abab −−=AB ,
)0 ; ;( 2211 acac −−=AC .
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2 Analytická geometrie lineárních útvarů v prostoru E3

2.1 Pravoúhlá kartézská ortonormální soustava souřadnic   

Kladně orientovaný (pravotočivý) souřadnicový systém:

2.2 Semipolární neboli cylindrické souřadnice

Kartézské a přidru�ené cylindrické souřadnice libovol
vztahy:

ϕcos⋅= rx , 22 yxr +=

ϕsin⋅= ry , =ϕ










− arπ2

arctan
x

zz = .

( ) kjirOM 000000 ;; zyxzyx ++≡== ,
∢ α=ir ;     ∢ β=jr ;  ∢ γ=k r ,

1coscoscos 222 =++ γβα .
ného bodu P jsou, jak plyne z rovnic, vázány

,

<

≥==

.0 pro                               ccos

,0 pro      arccosarcsin

y
r
x

y
r
x

r
yy

( )

.
,π20

,0
;;;P

∞<<∞−
<≤

≥
=

z

r
zr

ϕ

ϕ
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2.3 Prostorové polární neboli sférické souřadnice

Vyjádříme-li odtud souřadnice ψϕρ  , ,  pom
(transformační rovnice) mezi kartézskými a přidru

,cosarc,sinsin

,,sincos 222

ρ
ψψϕρ

ρψϕρ
zy

zyxx

=⋅⋅=

++=⋅⋅=

=⋅= ϕψρ ,cosz













−

−

arccos2

arccos
2

x

π

ρ

2.4 Rovnice plochy a prostorové čáry

Implicitní rovnice plochy: ( ),, =zyxF
Explicitní rovnice plochy: ( )yxz ,ϕ= .
Parametrické rovnice plochy: ( )vuxx ;,=
Vektorová rovnice plochy: ( ) (,r uxvu =
Vektorová rovnice prostorové čáry: ( ) ( ) ir  txt =
Prostorová čára mů�e být určena jako průsečnice d

( ) )0),,(  ;0,,( 21 == zyxFzyxF .
( )ρψϕ  ; ;P = ,
=ϕ ∢ π20     ,, 1 <≤ ϕOPx ,
=ψ ∢ π0      ,, <<ψOPz ,

,OP=ρ           0 ≥ρ .
4

ocí zyx ,,  dostaneme tyto převodní vztahy
�enými sférickými souřadnicemi tého� bodu:

<
−

≥

.0 pro      

,0 pro              

22

2

y
z

x

y
z

ρ

0 .

( )vuzzvuyy ,);,( == .
) . ,,, kji  )  vz(uv)y(uv ++

.   kj )z(ty(t) ++
vou ploch

.cos
,sinsin
,sincos

ψρ
ψϕρ
ψϕρ

⋅=
⋅⋅=
⋅⋅=

z
y
x
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2.5 Vektorová rovnice přímky
Přímka je určena bodem A a směrem s .

Parametrické rovnice přímky:  








+=
+=
+=

33

22

11

tsaz
tsay
tsax

    ,   R∈t .

Jestli�e je přímka určena dvěma různými body A, B.
( )332211 ;; ababab −−−=AB ,

( ) ABrr ⋅+= tt 0 .

Parametrické rovnice: ( )
( )








−+=
−+=
−+=

333

222

111 )(

abtaz
abtay
abtax

      ,     R∈t .

Příklad č. 1: Přímka je dána body ( )2 ;3 ;1A −=  a ( )3 ;1 ;2B −= . Napi�te její parametrické
rovnice.

Ře�ení: 
( )
( )
( ),23 2   

,31 3   
,12 1

−+=
−−+=
++−=

tz
ty
tx

        R∈t .

Parametrické rovnice přímky jsou:  








+=
−=
+−=

   2    
43   
31

tz
ty
tx

  , R∈t .

2.6 Vzdálenost bodu od přímky
Vzdálenost d bodu ( )000  ; ;P zyx=  od přímky ( )s ,: Ap , kde ( )321  ; ;A aaa= , ( )321  ; ; sss=s .

Plocha rovnobě�níka dPl ⋅=×= ssu  ⇒  
s

su×
=d  .

( ) ( ) ( );;;  ;;;B  ;;;A
,

3210321321 aaabbbaaa
t

===
⋅=

r
sAP

( ) srr ⋅+= tt 0 .

( )302010 ;; azayax −−−== APu ,

2
3

2
2

2
1

321

302010

sss

sss
azayax

d
++

−−−

=

kji

.
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2.7 Rovina v prostoru E3

Rovina je určena bodem ( )0000  ;;A zyx=  a normálou ( )cba  ; ;=n .

Skalární součin: 00 =⋅ PAn   ⇒   ( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzcyybxxa .
Obecná rovnice roviny 0=+++ dczbyax  .
Přitom ( )0000 ;; zzyyxx −−−=PA   a   000 czbyaxd −−−= .

2.8 Normálový tvar rovnice roviny

=α ∢ ;, xn         =β ∢ ;, yn       =γ ∢ z,n ;
γβα coscoscos0 kjin ++= ,      kjir    zyx ++= ,

OPr = , bod P je libovolný bod roviny, d=⋅ 0nr ,

0n  je jednotkový normálový vektor;
d je průmět vektoru r do směru normálového vektoru 0n , tj. vzdálenost počátku O od roviny
( )( ) dzyx =++++ γβα coscoscos   kjikji  ⇒  0coscoscos =−++ dzyx γβα .

Z obecné rovnice roviny dostaneme normálový: 0
222
=

++

+++±
CBA

DCzByAx ;

± podle volby orientace 0n .

Příklad č. 2: Rovina je určena bodem ( )1 ;3 ;4P =  a normálou )6 ;2 ;3( −=n . Určete její
vzdálenost od počátku.

Ře�ení: ( ) ( ) ( ) 0163243 =−−−+− zyx ,

0
3649
12623 =

++
−−+ zyx ,

0
7
12

7
6

7
2

7
3 =−−+ zyx ,               

7
12=d .

Vzdálenost zadané roviny od počátku je 
7
12 .

( )zyx ;;P =  je libovolný bod roviny;
n  ⊥ PA0 .
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2.9 Vzdálenost dvou rovin
Jestli�e máme dány dvě roviny 1ρ  ∥ 2ρ  v normálovém tvaru, pak

0coscoscos  : 11 =−++ dzyx γβαρ ,
0coscoscos  : 22 =−++ dzyx γβαρ ,

a vzdálenost těchto dvou rovin 12 ddd −= .

Příklad č. 3: Jsou dány roviny 03632  :1 =++− zyxρ , 01163 2 :2 =−+− zyxρ . Určete
jejich vzdálenost.

Ře�ení: 73694 ±=++± ,

7
3

1 −=d ,    
7
11

2 =d ,   2
7
3

7
11 =+=d .

Vzdálenost zadaných dvou rovin je 2 jednotky.

2.10 Vzdálenost bodu od roviny
Je dán bod ) ;;(M 0000 zyx= od roviny 0coscoscos  : =−++ dzyx γβαρ .

Příklad č. 4: Určete vzdálenost v bodu )1 ;3 ;4(P0 = od roviny 07632  : =−−− zyxρ .

Ře�ení: 2
7

7698
3694

7163342 =−−−=
++

−⋅−⋅−⋅=v .

Vzdálenost bodu 0P  od roviny ρ  je 2 jednotky.

2.11 Vektorový tvar rovnice roviny
Rovina je určena bodem );;(M 0000 zyx= a dvěma vektory ( )321 ;; aaa=a , ( )321 ;; bbb=b

 (tzv. zaměřením).

0coscoscos  : 11 =−++ dzyx γβαρ ,
γβα coscoscos  0001 zyxd ++= ,

dzyxddv −++=−= γβα coscoscos  0001 .

baPM   0 vu += ,
,, 00 OMrOPr ==

barr   0 vu ++= .
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Parametrické rovnice roviny: 








++=
++=
++=

330

220

110

  

  

vbuazz
vbuayy
vbuaxx

              R, ∈vu .

Vyloučením parametrů u, v
( ) 0110 =++− vbuaxxt  �. , aby měly tři rovnice ře�ení, musí být determinant roven nule, tedy

0

321

321

000

=
−−−

bbb
aaa

zzyyxx
.

Jestli�e je rovina určena třemi různými body A, B, C, které nele�í v jedné přímce, pak
bACaAB ==  ;   a musí platit:

0

332211

332211

321

=
−−−
−−−
−−−

acacac
ababab
azayax

.

Příklad č. 5: Rovina je určena body ( ) ( ) ( )3 ;1 ;2C4 ;3 ;1B;1 ;2 ;3A −=−== ;    . Napi�te
parametrické rovnice a obecnou rovnici této roviny.

Ře�ení: ( ) ( )2 ;1 ;5  ;3 ;5 ;2 −−==−−== ACbABa .

Parametrické rovnice:     








++=
−−=
−−=

vuz
vuy
vux

23  1
  52
523

                 R, ∈vu .

Obecnou rovnici roviny získáme například vyloučením parametrů u, v.
Z druhé rovnice yuv −−= 52  a po dosazení

( )
( ).52231

,52523
yuuz
yuux

−−++=
−−−−=

Po úpravě:  , 07235 =+−− uyx
                     . 05  72 =−++ uyz
Vynásobíme-li první rovnici číslem 7 , druhou číslem 23 a sečteme-li je, dostaneme obecnou
rovnici roviny 06623117 =−++ zyx .
Jiné ře�ení:

0
215
352
123

    0
132132
142331
123

=
−−
−−

−−−
⇒=

−−−−
−−−−
−−− zyxzyx

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0243312521512310 =−+−+−−−−−+−− yxzyzx ,
( ) ( ) ( ) 021112337 =−−−−−− yzx ,

022112323217 =+−+−+− yzx ,
   06623117 =−++ zyx .
Zadaná rovnice má obecnou rovnici 06623117 =−++ zyx  a její parametrické rovnice jsou:

,231
,52
,523

vuz
vuy
vux

++=
−−=
−−=

               R, ∈vu .

Příklad č. 6:  Vypočtěte vzdálenost bodu ) ; ;(M 321 mmm= od roviny určené body :
 ( ) ( ) ( )321321321 ;;C  ,;;B  ,;;A cccbbbaaa === .



Ře�ení: Objem čtyřstěnu ABCD je

[ ] [ ]
ACAB
AMACAB

AMACABACAB
×

=⇒=⋅×
    

        
6
1

32
1 vv .

Platí: ∆ABCP  = ACAB×
2
1 . Objem čtyřstěnu ABCM = [ ]        

6
1 AMACAB .

Vzdálenost bodu M od roviny je rovna vý�ce v čtyřstěnu ABCM.

2.12 Úsekový tvar rovnice roviny
Rovina prochází body P, Q, R na souřadnicových osách.
Tedy r)(qp  ;0 ;0R  ),0 ; ;0(Q  ),0 ;0 ;(P === .

Rovina bude určena bodem P a dvěma vekto

=−++⇒=
−
−
−

0
0

0 pqrzpqyprxqr
rp

qp
zypx

Rovina nesmí procházet počátkem.

2.13 Zvlá�tní polohy rovin
a) Souřadnicové roviny:
Rovina xy má rovnici z = 0.
Rovina yz má rovnici x = 0.
Rovina xz má rovnici y = 0.
b) Roviny rovnobě�né se souřadnicovými 
Roviny rovnobě�né s rovinou xy mají rovnic
Roviny rovnobě�né s rovinou yz mají rovnic
Roviny rovnobě�né s rovinou xz mají rovnic
c) Roviny rovnobě�né se souřadnicovými 

Rovina rovnobě�ná s osou x má rovnici +
b
y

Rovina rovnobě�ná s osou z má rovnici +
a
x

R

m

) ;0 ;(),0 ; ;( rpqp −=−= PR PQ .
19

ry: PQ  a PR .

⇒0 1=++
r
z

q
y

p
x

.

rovinami:
e z = c, kde c ≠ 0.
e x = a, kde a ≠ 0.
e y = b, kde b ≠ 0.
osami:

1=
c
z .

1=
b
y .

ovina rovnobě�ná s osou y

á rovnici 1=+
c
z

a
x .



2.14 Přímka jako průsečnice dvou rovin

Směr v  přímky p dostaneme 1nv =

bod P le�ící v obou rovinách 21   ρρ ∩

Příklad č. 7: Přímka p je určena
v parametrickém tva

Ře�ení: 
kji

v
131
112 −=

−
−=

Pro x = 0 platí: −
 

y

Přímka p má parame

2.15 Svazek rovin v E3

Svazek rovin je soustava rovin pro
rovinami svazku βα ⋅=p ; : 1 +bxaα
Ka�dá rovnice roviny svazku ( 21  , ρρ
( ) ( 221111 ++++++ ybxadzcybxa µλ

22 µλ + > 0.
Různobě�né roviny 21  , ρρ určují průsečnici p
20

2n×  tak�e: 

222

111

cba
cba
kji

v =  , dále stačí určit jeden libovolný

.

 rovnicemi 023 ,012 =+−+=−+− zyxzyx . Napi�te ji
ru.

kji  7 3 2 ++ .

1    =+ zy
23 −=− zy

2
1−= ;  

2
1=z .

trické rovnice: txp 2: −= ,

ty 3
2
1 +−= ,                  R∈t .

tz 7
2
1 += ,

cházejících přímkou p � osou svazku, která je určena dvěma
0: ;0 2222111 =+++=++ dzcybxadzcy β .

) má tvar:
) 022 =+ dzc ; µλ , �jsou parametry, pro které platí:

p:  




=+++
=+++

.0:
0:

22222

11111

dzcybxa
dzcybxa

ρ
ρ
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Příklad č. 8: Napi�te rovnici roviny ρ, která prochází bodem )1 ;2 ;3(B =  a patří svazku
určeném rovinami α: 013 =−+− zyx , β: 0522 =+++ zyx .

Ře�ení: Rovnice svazku ( ) ( ) 052213 =++++−+− zyxzyx µλ . Bod B nále�í rovině ρ.
               ( ) ( ) 05222311233 =++⋅++−+−⋅ µλ ,

0147 =+ µλ ,
µλ 147 −= ,

⇒−=      2
µ
λ  kdy� 2 ;1 −== λµ ,

( ) ( ) 0522132 =++++−+−− zyxzyx .
Rovnice roviny ρ je 0745 =−− yx .

2.16 Trs rovin v E3

Trs rovin je soustava rovin (alespoň tří), z nich� �ádné tři nepatří tému� svazku a v�echny
procházejí bodem O � středem trsu. νµλγβα ,,   ;O ∩∩= � jsou parametry. Nepatří-li roviny

0:;0: ;0: 333322221111 =+++=+++=+++ dzcybxadzcybxadzcybxa γβα  svazku rovin a
�ádné dvě nejsou rovnobě�né, pak určují bod O � střed trsu.
Rovnice trsu rovin: ( ) ( ) ( )  ;0=++ γνβµαλ  222 νµλ ++ > 0;
( ) ( ) ( ) 0333322221111 =+++++++++++ dzcybxadzcybxadzcybxa νµλ .

Poznámka: Souřadnicové roviny 0;0;0 === zyx tvoří trs se středem v počátku. Ka�dá rovina
určená rovnicí: 0=++ czbyax  je rovinou trsu o středu O.
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2.17 Úhel (odchylka) přímky od roviny

Úhel (odchylka) přímky ) ; ;(   : 321 sssp =s od roviny 0  : =+++ dczbyaxρ  je úhel ϕ, který
svírá přímka p (její směr s ) se svým pravoúhlým průmětem p1 do roviny ρ ; tj. určíme úhel α
přímky p s libovolnou normálou n  roviny ρ.

Úhel αϕ −=
2
π ;           kjin    cba ++= ;

sn
snsnsn
⋅
⋅=⇒⋅⋅=⋅ αα coscos ;

( )( )2
3

2
2

2
1

222

321

2
3

2
2

2
1

222

321 arcsinsin
ssscba

csbsas

ssscba

csbsas

++++

++
=⇒

++++

++
=

⋅
⋅= ϕϕ

sn
sn .

Příklad č. 9: Vypočítejte odchylku přímky 232 ,13: +−=−= xzxyp  od
roviny 042: =−++ zyxρ .

Ře�ení: kji
kji

s  3 6 2
203
013 −+=

−−
−=   směrový vektor přímky p,

6
6arcsin

6
6

67
7

9364114
364sin =⇒==

++++
−+= ϕϕ .

Odchylka přímky p od roviny ρ je 
6
6arcsin=ϕ .

2.18 Úhel (odchylka) dvou rovin

Úhel (odchylka) dvou rovin 0: ;0: 22221111 =+++=+++ dzcybxadzcybxa βα  je úhel ϕ,
který svírají normály těchto rovin.
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) ; ;(  ); ; ;( 222111 cbacba == βα nn ;

( )( )2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
cbacba

ccbbaa

++++

++
=

⋅

⋅
=

βα

βαϕ
nn

nn
.

Příklad č. 10: Určete úhel ϕ rovin 0135 =−−+ zyx  a 0438 =+−− zyx .
Ře�ení: )3 ;8 ;1(  );1 ;1 ;5( 21 −−=−= nn ,

0
96411125

385cos =
++++

+−=ϕ .

Roviny jsou k sobě kolmé.

3 Analytická geometrie  kvadratických útvarů v rovině E2

3.1 Obecná rovnice druhého stupně
0222 33231312

2
22

2
11 =+++++ ayaxaxyayaxa

vyjadřuje křivku druhého stupně, tj. ku�elosečku.
Maticový tvar rovnice ku�elosečky:

[ ] ( )jiij aay
x

aaa
aaa
aaa

yx ==















⋅















⋅                 ,  0

1
1    

333231

232221

131211

;

≡
















333213

232212

131211

aaa
aaa
aaa

matice ku�elosečky

Ku�elosečky: 1) Regulární: elipsa (kru�nice)
hyperbola
parabola

2) Singulární: dvojice přímek: různobě�ných
rovnobě�ných (splývajících)
imaginárních.

Ukázky:

Středový tvar elipsy s osami v souřadnicových osách: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

Rovnice 0222222 =−+ bayaxb .
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Rovnoosá hyperbola s asymptotami v souřadnicových osách: 
x

y 1= .

Rovnice 01; 1 =−= xyxy .

Parabola s hlavní osou v souřadnicové ose y a s vrcholem v počátku, orientovaná v kladném
smyslu osy y : 2xy = .
Rovnice 02 =− yx .

Ku�elová plocha
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3.2 Elipsa

Platí: aMFMF 221 =+ , 222 bae −= ,

( ) 22
1 yxeMF ++= , ( ) 22

2 yxeMF +−= ,

( ) ( ) ayxeyxe 22222 =+−+++ ,
2222 bayaxb =+ .

A, B hlavní vrcholy; SBAS = hlavní poloosa = a;

C, D vedlej�í vrcholy; SDCS = vedlej�í poloosa = b;

F1, F2 ohniska; 21 SFSF = excentricita     = e;

a== 21 CFCF .

Středový tvar rovnice elipsy v kanonickém tvaru: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

Normální tvar rovnice elipsy: ( ) ( ) 12

2

2

2

=−+−
b

ny
a

mx .

Parametrické rovnice elipsy: ;cos tax ⋅= ;sin tby ⋅= [ )π2;0∈t
;cos tamx ⋅+= . ;sin tbny ⋅+= [ )π2;0∈t

Normální tvar rovnice elipsy je charakterizován tím, �e osy elipsy jsou rovnobě�né s osami
souřadnic.



3.3 Kru�nice:

( ) ( ) 222 rnymx =−+− ;        ;cos⋅+= trmx

Příklad č. 1: Je dána obecná rovnice eli
polohu, velikost hlavní a ve
středu, hlavních a vedlej�ích 
rovnice.

Ře�ení: 25640916 22 =++−+ yxyx

9
69

16
4016 22 =






 ++






 − yyxx

3
29

2
516 22 −=






 ++






 − yyxx

3
19

16
25

4
516

2












 ++












−






 − yx

25
3
19

4
516

22

−=





 ++






 − yx

1

9
1

3
1

16
1

4
5 22

=






 +

+






 − yx

9
12222 −=⇒−= ebae
26

[ )π2;0;sin ∈⋅+= ttrny .

psy 025640916 22 =++−+ yxyx . Určete její
dlej�í poloosy, velikost excentricity, souřadnice

vrcholů a obou ohnisek. Napi�te její parametrické

0

25−

25

25
9
12

−=





−

125++

12
7

144
7

144
916

16
1 =⇒=−= e

[ .)π2;0;sin;cos
;; 222

∈⋅=⋅=
=+==

ttrytrx
ryxrba
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Elipsa má hlavní osu rovnobě�nou se souřadnicovou osou y.

Hlavní poloosa má velikost 
3
1=a .

Vedlej�í poloosa má velikost 
4
1=b .

Excentricita má velikost 
12

7=e .

Střed elipsy má souřadnice: 





 −=

3
1 ;

4
5S .

Hlavní vrcholy mají souřadnice: 





 −=






=

3
2 ;

4
5B;0 ;

4
5A .

Vedlej�í vrcholy mají souřadnice: 





 −=






 −=

3
1;

2
3B;

3
1 ;1C .

Ohniska mají souřadnice: 







−−=








+−=

12
7

3
1 ;

4
5F;

12
7

3
1 ;

4
5F 21 .

Parametrické rovnice elipsy jsou: [ )π2;0;sin
4
1

3
1;cos

3
1

4
5 ∈⋅+−=⋅+= ttytx .

3.4 Hyperbola

Platí: a2MFMF 21 =− , 222 bae += ,

( ) 22
1MF yxe ++= , ( ) 22

2MF yxe +−= ,

( ) ( ) ayxeyxe 22222 =+−−++ ,
2222 bayaxb =− .

A, B hlavní vrcholy; SBAS = hlavní poloosa (reálná) = a;

C, D vedlej�í vrcholy; SDCS = vedlej�í poloosa (imaginární) = b;

F1, F2 ohniska; 21 SFSF = excentricita = e;

e== 21 CFCF .

Asymptoty procházejí středem S a s osou x svírají úhel ϕ , pro který platí 
a
b=ϕtan .

Středový tvar rovnice hyperboly v kanonickém tvaru, jestli�e v ose x le�í osa reálná:

12

2

2

2

=−
b
y

a
x .
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V případě posunutí se zachováním rovnobě�nosti os tak, �e ) ;(S nm= bude normální tvar rovnice

hyperboly: ( ) ( ) 12

2

2

2

=−−−
b

ny
a

mx .

Parametrické rovnice hyperboly: ;tan;
cos

tbny
t

amx ⋅+=+=

nebo    tbny
t

amx cot;
sin

⋅+=+= .

Pro středový tvar pak     tby
t

ax tan;
cos

⋅== , neboť

1
cos
sin

cos
sincostan

cos
1tan

cos 2

2

2

22
2

22

22

22

2

2

2

2

2

=−+=−=−=−
t
t

t
ttt

tb
tb

ta
a

b
y

a
x .

Příklad č. 2: Je dána obecná rovnice hyperboly 03673290169 22 =−++− yxyx . Určete její
polohu, velikost hlavní a vedlej�í poloosy, velikost excentricity, souřadnice
středu, hlavních a vedlej�ích vrcholů a obou ohnisek. Napi�te obecné rovnice
obou asymptot.

Ře�ení: 03673290169 22 =−++− yxyx ,
 ( ) ( ) 367216109 22 =−−+ yyxx ,

( )[ ] ( )[ ] 36711162559 22 =−−−−+ yx ,
( ) ( ) 5761622536711659 22 =−+=−−+ yx ,
( ) ( ) 1

36
1

64
5 22

=−−+ yx ,

1010036642222 =⇒=+=⇒+= eebae .
Hyperbola má hlavní osu rovnobě�nou se souřadnicovou osou x.
Hlavní (reálná) poloosa má velikost 8=a .
Vedlej�í (imaginární) poloosa má velikost 6=b .
Excentricita má velikost 10=e .
Střed hyperboly má souřadnice: )1 ;5(S −= .
Hlavní vrcholy mají souřadnice: )1 ;3(B);1 ;13(A =−= .
Vedlej�í vrcholy mají souřadnice: )5 ;5(D);7 ;5(C −−=−= .
Ohniska mají souřadnice: )1 ;15(F);1 ;5(F 21 −== .
Asymptota Ia  prochází středem )1 ;5(S −=  a bodem )7 ;3(E = . Směrový vektor ( ) ( )3 ;46 ;8 ==u .
Obecná rovnice je 01943:043 I =+−⇒=+− yxacyx .
Asymptota IIa  prochází středem )1 ;5(S −=  a bodem )7 ;13(G −= .
Směrový vektor ( ) ( )3 ;46 ;8 −=−=u .
Obecná rovnice je 01143:043 II =++⇒=++ yxacyx .
Nebo lze vycházet z toho, �e asymptota Ia  svírá s osou x úhel ϕ , pro který platí

4
3

8
6tan ===

a
bϕ . Směrnicový tvar asymptoty pak má rovnici 

4
19

4
3

4
3 +=⇒+= xycxy

a obecná rovnice pak tvar 01943 =+− yx .

Asymptota IIa  svírá s osou x úhel ϕ , pro který platí 
4
3

8
6tan −=−=−=

a
bϕ . Směrnicový tvar

asymptoty pak má rovnici 
4
11

4
3

4
3 −−=⇒+−= xycxy

a obecná rovnice pak tvar 01143 =++ yx .
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3.5 Parabola

Platí: MQMF = , kde Q je pata kolmice vedené z bodu M na řídící přímku d.
Parabola je u nás zadána ohniskem F a řídící přímkou d.
V vrchol paraboly;
P průsečík osy paraboly s řídící přímkou d;
p parametr paraboly, vzdálenost ohniska od řídící přímky;

VP
2

FV == p polovina parametru;

22
;

2
MQ;

2
MF 2

2
2

2 pxypxpxypx +=+





 −+=+






 −= .

Kanonický tvar: pxy 22 = .
Má-li vrchol paraboly souřadnice ( )nm  ;V = , osa paraboly je rovnobě�ná s osou x, parametr p > 0,
je normální tvar rovnice paraboly: ( ) ( )mxpny −=− 22 .

Parametrické rovnice paraboly: ( )∞∞−∈== ;;;
2

2

tty
p

tx .

Pro parabolu ( ) ( )mxpny −=− 22  bude: ( )∞∞−∈+=+= ;;;
2

2

tntym
p

tx .

Příklad č. 3: Je dána obecná rovnice paraboly 0619102 =+−− yxx . Určete její polohu,
velikost parametru, souřadnice vrcholu, ohniska a napi�te obecnou rovnici řídící
přímky.

Ře�ení: 0619102 =+−− yxx ,
( ) 256195 2 +−=− yx ,
( ) 3695 2 −=− yx    ⇒  ( ) ( )495 2 −=− yx .

Osa paraboly je rovnobě�ná se souřadnicovou osou y .
Parabola je orientovaná souhlasně s osou y.

Parametr 5,4
2
9 ==p . Vzdálenost ohniska od vrcholu je  

4
9

2
=p .

Souřadnice vrcholu jsou ( )4 ;5V =  a ohniska 





=

4
25 ;5F .

Obecná rovnice řídící přímky je 
4
7=y .

pxy 22 = .



30

4 Kvadriky � kvadratické plochy v E3

Plochy druhého stupně jsou dány rovnicí v kartézských souřadnicích
0222222 33342423141312

2
33

2
22

2
11 =+++++++++ azayayzaxaxzaxyazayaxa

obecná rovnice kvadriky, kde alespoň jeden z koeficientů ija , pro 3 ,2 ,1, =ji je různý od nuly.

Z koeficientů jiij aa =  sestavíme matici kvadriky: 



















=

44342414

34332313

24232212

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

M .

Jestli�e je 0≠M je kvadrika regulární (středová): elipsoidy (kulová plocha)
hyperboloidy
paraboloidy .

Jestli�e je 0=M je kvadrika singulární (nestředová): kvadratické válce
ku�elové plochy
dvojice rovin.

4.1 Elipsoid

Vhodnou volbou souřadnicové soustavy lze v kanonickém tvaru vyjádřit elipsoid rovnicí:

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x .

Rozeznáváme elipsoid trojosý acba ≠≠≠  a, b, c jsou poloosy
kulovou plochu rcba === r poloměr
rotační (kolem osy z) cba ≠=
protáhlý (prodlou�ený) c > a ragbyový míč
zplo�tělý c < a disk.

Jestli�e 012

2

2

2

2

2

=+++
c
z

b
y

a
x pak elipsoid nazýváme imaginární (nemá �ádný reálný bod).

Příklad č. 1: Kvadrika je dána rovnicí 090036225100 222 =−++ zyx . Určete její střed, druh
a poloosy.

Ře�ení: 090036225100 222 =−++ zyx ,
90036225100 22 =++ zyx ,

1
2549

222

=++ zyx .

Trojosý elipsoid se středem v počátku soustavy souřadné. Poloosa a = 3, b = 2 a c = 5.
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4.2 Hyperboloid
a) Trojosý jednodílný hyperboloid

Rovnice v kanonickém tvaru 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x .

Pro ba ≠ trojosý jednodílný hyperboloid, a, b jsou reálné poloosy, na ose z je
imaginární poloosa  c;

pro ba =  rotační jednodílný hyperboloid.

Rovnici 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x mů�eme zapsat: 






 +





 −=






 −





 +

a
x

a
x

c
z

b
y

c
z

b
y 11 a tu mů�eme také

získat ze soustavy rovnic: 






 −=






 +







 +=






 +

a
x

c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

1

1

λµ

µλ
 nebo 







 +=






 +







 −=






 +

a
x

c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

1

1

λµ

µλ
.

Tyto rovnice nám popisují dvě soustavy přímek, které tvoří povrchové přímky (povr�ky)
hyperboloidu (hyperbolický regulus plochy), nazýváme je navzájem komplementární.
b) Trojosý dvojdílný hyperboloid

Rovnice v kanonickém tvaru 12

2

2

2

2

2

=−−
c
z

b
y

a
x ;

ca ≠ ;
a reálná poloosa;
b, c imaginární poloosy.

012

2

2

2

2

2

=+−+
c
z

b
y

a
x

s reálnou poloosou c na ose z.
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Poznámka: Rotací hyperboly 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  kolem osy x vznikne dvojdílný rotační hyperboloid

a rotací té�e hyperboly kolem osy y vznikne jednodílný rotační hyperboloid.

4.3 Paraboloid
a) Eliptický paraboloid

22  , ba nazýváme parametry eliptického paraboloidu.
Jestli�e a = b, pak hovoříme o rotačním paraboloidu.
b) Hyperbolický paraboloid

Rovnice v kanonickém tvaru z
b
y

a
x 22

2

2

2

=− .

Tuto rovnici mů�eme rozlo�it na dvě soustavy rovnic:

z
b
y

a
x

b
y

a
x

λµ

µλ

=





 −

=





 + 2

 nebo 
λµ

µλ

=





 −

=





 +

b
y

a
x

z
b
y

a
x 2

.

Popisují dva parabolické reguly přímek � tvořící přímky hyperbolického paraboloidu.

Rovnice v kanonickém tvaru

baz
b
y

a
x ≠=+ ;22

2

2

2

,



Poznámka: Často se vyskytuje rovnice xyz = , která popisuje ortogonální hyperbolický

paraboloid.     
zy

x
λµ
µλ

=
=

        nebo           
µλ
λµ

=
=

y
zx

.

Roviny souměrnosti x = y a x = �y protínají plochu v hlavních parabolách 2yz = a
2yz −= a jsou na sebe kolmé.

4.4 Kvadratická válcová plocha

Povr�ky procházející bodem M řídící 
(parametrickými) syytsxx 010 ; +=+=

Vyloučením parametru t dostaneme: 

ku�elosečky 0),( =yxF .

0);(
3

2

3

1 =−− z
s
syz

s
sxF  �kvadratická vá

Poznámka: Je-li směr s povr�ek kolm
plochu přímou. Podle d
kruhové (přímý kruhový =

Příklad č. 2: Napi�te rovnici přímé válc
atytx 2; 2 == .

Ře�ení: Řídící křivka k: 22 = axy
V E3

 je rovnice axy 22 = (
Kvadratická válcová plocha je vytvořena přímkami
daného směru s , které protínají danou ku�elosečku
k (řídící čáru) v rovině xy.
 Daný směr ( )321 ;; sss=s tvořících přímek
(povr�ek) není rovnobě�ný s rovinou ku�elosečky k.

;0;0),(:)0 ;;( 00 ==∈= zyxFkyxM
( )321 ;; sss=s  směr povr�ek válcové plochy.
33

ku�elosečky mající směr s  jsou dány rovnicemi
tszt 32 ; = .

z
s
syyz

s
sxx

3

2
0

3

1
0 ; −=−= ; dosazeno do rovnice

lcová plocha.

ý na rovinu ku�elosečky (řídící), nazýváme válcovou
ruhu řídící ku�elosečky nazýváme válcové plochy:
 rotační), eliptické, hyperbolické, nebo parabolické.

ové plochy (přímého válce) s řídící křivkou v rovině xy:

0=∧ z .
a > 0) rovnicí přímého parabolického válce.
.0    22 =∧= zaxy
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4.5 Kvadratická ku�elová plocha
Kvadratická ku�elová plocha je vytvořena pohybující se přímkou, která prochází danou řídící

ku�elosečkou k a daným pevným bodem V � vrcholem, který nele�í v rovině ku�elosečky.

Povr�ka MV má parametrické rovnice: 
( )
( )









=
−+=
−+=

tvz
tyvyy

txvxx

3

020

010

 
 

   ⇒   

3

32
0

3

31
0

vz
yvzvy

vz
xvzv

x

−
−

=

−
−

=
.

Dosazením do rovnice ku�elosečky:

0;
3

32

3

31 =







−
−

−
−

vz
yvzv

vz
xvzv

F �kvadratická ku�elová plocha.

Poznámka: Je-li pravoúhlý průmět vrcholu střed ku�elosečky, nazýváme ku�elovou plochu
přímou.

Příklad č. 3: Napi�te rovnici přímé eliptické ku�elové plochy s vrcholem v počátku a s řídící

elipsou: vz
b
y

a
x =∧=+ 12

2

2

2

.

Ře�ení: Rovnice řídící ku�elosečky: vz
b
y

a
x =∧=+ 12

2

2

2

. Bod ( )vyx ;;M 00= ,

přímka OM: 
z
yvy

z
xvxvtztyytxx ==⇒=== 0000 ;;;

a dosazením do rovnice ku�elosečky 122

22

22

22

=+
zb
yv

za
xv  vynásobením zlomkem

2

2

v
z  dostaneme rovnici přímé ku�elové plochy 2

2

2

2

2

2

v
z

b
y

a
x =+ .

( );0 ;;M 00 yx=
00),(: =∧= zyxFk .
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5 Rotační plochy v E3

V rovině je dána přímka o a křivka C. Křivka C se otáčí (rotačním pohybem) kolem přímky o a
tím vytváří plochu. Taková plocha se nazývá rotační, přímka o je osa rotace. Pro jednoduchost
uva�ujme rovinu rotující čáry C (meridian rotační plochy), le�ící v jedné ze souřadnicových rovin,
je� se protínají v souřadnicové ose (ose rotace). Ka�dý bod čáry C opisuje při rotaci kru�nici k
(rovnobě�ku rotační plochy), její� střed je na ose rotace a její� poloměr je roven vzdálenosti bodu
čáry C od osy.

Plocha vznikne rotací meridiánu ( )zfy = v rovině (yz) nebo rotací meridiánu ( )zfx = v rovině
(xz); v�dy rotací kolem osy z. Libovolný bod ) ; ;(M 0zyx= opí�e kru�nici k (k-rovnobě�ku)
o poloměru ( )0zf ; ( ) 00

22: zzzfyxk =∧=+ . Jestli�e bod M0 proběhne meridián, potom kru�nice
k vytvoří rotační plochu s osou rotace v ose z danou meridiánem ( )zfy =  (nebo ( )zfx = )
o rovnici ( )zfyx 222 =+  (kolem osy z). Bod ) ; ;(M zyx= je obecný bod plochy.

Cyklickou záměnou proměnných dostaneme rovnice dal�ích rotačních ploch. Rotační plocha
o rovnici: ( )yfzx 222 =+  vznikne rotací čáry ( ) 0=∧= xyfz nebo čáry ( ) 0=∧= zyfx  kolem
osy y. Rotační plocha o rovnici: ( )xfzy 222 =+  vznikne rotací čáry ( ) 0=∧= zxfy nebo čáry

( ) 0=∧= yxfz  kolem osy x.



36

Příklad č. 1: Napi�te rovnici plochy, je� vznikne rotací přímky 0=∧= yzx  kolem osy z.

Ře�ení: Meridián má rovnici zx =  nebo zy = . Rovnice rotační ku�elové plochy
s vrcholem v počátku má rovnici 222 zyx =+ .

Příklad č. 2: Odvoďte rovnici plochy, je� vznikne rotací přímky tzytxp 3   ;2   ;2: ===
kolem osy z.

Ře�ení: Ka�dý bod );;(P zyx=  přímky p (například pro ;0=t )0 ;2 ;0(A = , pro
;2=t )6 ;2 ;4(B = ) opisuje při rotaci kolem osy z kru�nici 0

222 zzyx =∧=+ ρ ,
kde ρ je vzdálenost bodu P od osy z. Bod P le�í na p a má souřadnice

) ;2 ;
3

2(P zz= a tudí� od osy z má vzdálenost 4
9

4 2

+= zρ , tak�e platí:

1
9449

44
2222

22 =−+⇒+=+ zyxzyx , co� je jednodílný rotační hyperboloid.

Poznámka: Tento hyperboloid vznikne také rotací hyperboly 01
94

22

=∧=− yzx kolem osy z.
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5.1 Anuloid � rotační plocha čtvrtého stupně

Anuloid je rotační plocha čtvrtého stupně. Vznikne rotací kru�nice kolem přímky (osy rotace, osy
anuloidu), která le�í v rovině kru�nice a kru�nici neprotíná.

Pro jednoduchost: zvolme kru�nici k poloměru r v rovině (yz) se středem ( )0 ; ;0S n=  na ose y a
osu rotace ztoto�níme s osou z (n > r). Z rovnice kru�nice k: ( ) 222 rzny =+−  vyjádříme

nzry +−±= 22  a dosadíme do dříve odvozeného vzorce, tak�e obdr�íme

( )22222 nzryx +−=+  a po úpravě obdr�íme ( ) ( )222222222 4 yxnrnzyx +=−+++ , co� je
rovnice anuloidu (plocha prstencová).
Poznámka: Plocha je čtvrtého stupně, proměnné se vyskytují ve čtvrtém stupni (přímka

plochu protíná ve čtyřech bodech).
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6 Ře�ené příklady v E3

Příklad č. 1: Čtyřstěn je dán vrcholy ( ) ( ) ( ) ( )3 ;2 ;1 ,1 ;1 ;1 ,0 ;2 ;2 ,1 ;2 ;3A −−=−==−= DCB .
Určete: a) objem čtyřstěnu ABCD,

b) obsah stěny ABC,
c) tělesovou vý�ku na stěnu ABC.

Ře�ení: Smí�ený součin vektorů ADACAB  , , udává objem rovnobě�nostěnu (podstava je
rovnobě�ník, který vznikne doplněním trojúhelníka ABC a boční hrana je tvořena
vektorem AD ). Objem trojbokého hranolu bychom získali vydělením dvěma,
objem čtyřbokého jehlanu vydělením třemi a tedy objem trojbokého jehlanu
(čtyřstěnu) získáme vydělením �esti.

( ) ( ),1 ;0 ;1 ; ; 332211 −=−−−= abababAB
( ) ( )2 ;1 ;4 ; ; 332211 −−=−−−= acacacAC
( ) ( ).4 ;4 ;4 ; ; 332211 −−=−−−= adadadAD

Smí�ený součin [ ] 884164
444
214
101

    =−−+=
−−
−−

−
=ADACAB .

a) Objem čtyřstěnu 
3
4=V .

Velikost vektorového součinu vektorů ACAB  udává obsah rovnobě�níka, který
vznikne doplněním trojúhelníka ABC na rovnobě�ník. Obsah trojúhelníka ABC
získáme vydělením dvěma.

( ) ( ),1 ;0 ;1 ; ; 332211 −=−−−= abababAB
( ) ( )2 ;1 ;4 ; ; 332211 −−=−−−= acacacAC

( )1 ;2 ;1
214
101 −≡

−−
−=×

kji
ACAB . Velikost 6141 =++=× ACAB .

b) Obsah stěny ABC je 
2
6=P .

Tělesovou vý�ku na stěnu ABC mů�eme počítat nezávisle na předchozích
výsledcích jako vzdálenost bodu D od roviny ABC, nebo mů�eme spustit kolmici
s bodu D na rovinu ABC a vypočítat vzdálenost bodu D od paty této kolmice,
nebo mů�eme pou�ít předchozí výsledky a vyu�ít známého vzorce pro výpočet

objemu jehlanu 
3

vPV ⋅= a tedy 
3

64
6

83 ===
P
Vv . Jestli�e budeme tělesovou

vý�ku počítat jako vzdálenost bodu D od roviny ABC, pak normálový vektor
roviny ABC je ( )1 ;2 ;1 −=n , co� vyplývá z vektorového součinu ACAB× .
Obecná rovnice roviny ABC je 022 =++− zyx . Vzdálenost bodu D od roviny

ABC je pak 
( ) ( )

3
64

6
8

141
2312211

==
++

+⋅+−⋅−−⋅
 .

c) Tělesová vý�ka na stěnu ABC je tedy 
3

64 .
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Příklad č. 2:  Jsou dány body ( ) ( ) ( ) ( )1 ;1 ;1D  ,1 ;0 ;0C ,1 ;0 ;1B ,0 ;1 ;1A ==−−=−=  a rovina
083: =−+− zyxρ .

Určete: a) rovnici roviny σ procházející body ABC,
b) vzdálenost bodu D od roviny ρ ,
c) bodem D veďte rovinu τ procházející průsečnicí rovin ρ a σ .

Ře�ení: Normálový vektor roviny σ získáme pomocí vektorového součinu ACAB× ,
( ) ( ),1 ;1 ;2 ; ; 332211 −−=−−−= abababAB
( ) ( )1 ;1 ;1 ; ; 332211 −=−−−= acacacAC

( )1 ;3 ;2
111
112 −=

−
−−=×
kji

ACAB . Rovina σ má obecnou rovnici

032 =+−+ dzyx  a po dosazení například bodu C získáme 1=d .
a) Rovnice roviny σ procházející body ABC je 0132 =+−+ zyx .

Vzdálenost bodu D od roviny ρ  vypočítáme podle vzorce dosazením

a dostaneme: 
11
115

11
5

911
8131111

==
++

−⋅+⋅−⋅
.

b) Vzdálenost bodu D od roviny ρ je 
11
115 .

Směrový vektor s  (průsečnice rovin ρ  a σ ) získáme jako vektorový součin
normálových vektorů rovin ρ  a σ .

Tedy ( ) ( )5 ;7 ;85 ;7 ;8
132
311 −−−=−≡
−

−=
kji

s . Rovina τ je určena tímto

vektorem s , bodem D a libovolným bodem P le�ícím na průsečnici rovin ρ  a σ .
Bod P le�í v rovině ρ  i σ , po volbě 1=z  dostáváme soustavu rovnic:

,032
05

=+
=−−

yx
yx

odkud vychází 2−=y  a 3=x . Bod ( )1 ;2 ;3P −= .
Vektor ( ) ( )0 ;3 ;2 ; ; 332211 −=−−−= dpdpdpDP .
Normálový vektor roviny τ vypočítáme pomocí vektorového součinu

( ) ( )2 ;2 ;3510 ;10 ;15
578
032 ⋅=≡

−−
−=×

kji
sDP .

Rovina τ má obecnou rovnici 0223 =+++ dzyx a po dosazení
například bodu D vypočítáme 7−=d .

c) Rovinaτ procházející průsečnicí rovin ρ  i σ a bodem D má rovnici 07223 =−++ zyx .
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Příklad č. 3: Jsou dány body ( ) ( )3 ;4 ;3B ,0 ;2 ;2A −==  a přímka ∧=−++ 01: zyxp
02 =− yx . Určete:

a) rovnici přímky q procházející body AB,
b) rozhodněte o vzájemné poloze přímek p, q,
c) jsou-li různobě�ky, stanovte jejich průsečík a úhel, ve zbylých případech jejich

vzdálenost.
Ře�ení: Směrový vektor upřímky q je ( ) ( )3 ;2 ;1 ; ; 332211 −=−−−== abababABu .
a) Parametrické rovnice přímky q: tx    2 += ,

R,22 ∈+= tty .
tz 3     −= ,

Směrový vektor v přímky p získáme pomocí vektorového součinu normálových

vektorů rovin, které tuto přímku určují, tedy ( )3 ;2 ;1
012
111 −≡

−
=

kji
v ; libovolný

bod P le�ící na přímce p vypočítáme ze soustavy rovnic obou rovin, které přímku
p určují. Při volbě 1=z dostáváme ( )1 ;0 ;0P = a parametrické rovnice přímky
p: sx         = ,

R,2      ∈= ssy .
sz 31−= ,

Proto�e vektory vu  , jsou lineárně závislé (jeden je násobkem druhého), jsou
přímky rovnobě�né, a proto�e nemají �ádný společný bod (soustava

st            2 =+ ,
st 2      22 =+ ,
st 313   −=− , nemá ře�ení).

b) Přímky p, q jsou rovnobě�né různé.
Vypočítáme tedy jejich vzdálenost jako vzdálenost například bodu P od přímky q.

( )
u
APu×

=qv ,P ,   ( )1 ;2 ;2 −=AP ,  ( )2 ;5 ;4
122
321 −−≡
−
−=×

kji
APu ,

( )
14
45

941
42516,P =

++
++=

×
=

u
APu

qv .

c) Vzdálenost rovnobě�ných přímek p, q je 
14
45 .

Příklad č. 4: Je dán bod ( )0 ;3 ;3A −=  a přímka
R;12;1;2: ∈−=−== ttztytxp . Určete:

a) obecnou rovnici roviny ρ  procházející bodem A kolmo k přímce p,
b) nalezněte vzdálenost bodu A od přímky p,
c) napi�te rovnici kolmice q spu�těné s bodu A na přímku p.

Ře�ení: Směrový vektor ( )2 ;1 ;2 −=u  přímky p je normálovým vektorem hledané
roviny ρ , a proto 022: =++− dzyxρ  a po dosazení bodu A vypočítáme, �e

9−=d .
a) Rovnice roviny ρ  procházející bodem A, kolmo k přímce p je 0922: =−+− zyxρ .



41

Vzdálenost bodu A od přímky p budeme počítat podle vzorce ( )
u
APu×

=pv ,A ,

kde P je libovolný bod přímky p, například ( )1 ;1 ;0P −= , pak ( )1 ;4 ;3 −=AP ;

( )5 ;4 ;7
143
212 −≡

−
−=×

kji
APu ,

( ) 10
3
103

414
251649,A ==

++
++=

×
=

u
APu

pv .

b) Vzdálenost bodu A od přímky p je 10 .
V�echny kolmice spu�těné s bodu A na přímku p vyplní rovinu kolmou k přímce
p, její obecnou rovnici jsme vypočítali za a) a tedy 0722: =−+− zyxρ . Tato
rovina ρ  protne přímku p v bodě R a hledaná kolmice q spu�těná s bodu A na
přímku p je pak určena body AR. Průsečík R vypočítáme dosazením
parametrického vyjádření přímky p do obecné rovnice roviny ρ , tedy

( ) ( ) 





 −=⇒=⇒=−+−+−−⋅

3
5 ;

3
1 ;

3
8R

3
409212122 tttt . Směrový vektor

s hledané kolmice q je

( ) ( )5 ;8 ;1
3
5 ;

3
8 ;

3
1 ; ; 332211 −−=






−=−−−== arararARs .

c) Rovnici kolmice q spu�těné s bodu A na přímku p jsou: tx   3    += ,
R,83 ∈−−= tty .

tz 5      −= ,

Příklad č. 5: Jsou dány přímky 
4
1

1
4

1
3: +−=−−=− zyxp  a  q: sx    1   −= ,

R,52   ∈+= ssy .
sz 72 −−= ,

Určete:
a) parametrické rovnice přímky p,
b) rozhodněte o vzájemné poloze přímek p, q,
c) jsou-li různobě�ky, stanovte jejich průsečík a úhel, ve zbylých případech jejich

vzdálenost.

Ře�ení: txtx +=⇒=− 3
1

3 ;  tyty −−=⇒=−− 4
1

4 ;   tztz 41
4
1 −=⇒=+− .

a) Parametrické rovnice přímky p: tx    3    += ,
R,   4 ∈−−= tty .

tz 41    −= ,
Směrové vektory přímky p: ( )4 ;1 ;1 −−=u a přímky q: ( )7 ;5 ;1 −−=v jsou
lineárně nezávislé (jeden není násobkem druhého), proto jsou přímky buď
různobě�né nebo mimobě�né. Vy�etříme tedy, zda mají společný bod, či nemají.
Vyře�íme soustavu rovnic:

.7241   
52      4

   1      3   

st
st
st

−−=−
+=−−
−=+

Soustava má ře�ení 1−=s  a 1−=t . Existuje tedy průsečík a
b) přímky p, q jsou různobě�né.
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Průsečík R získáme dosazením parametru s nebo t do příslu�ných parametrických
rovnic a dostáváme ( )5 ;3 ;2R −= . Úhel dvou přímek je definován jako ostrý
úhel, který tyto dvě přímky svírají a vypočítáme ho podle vztahu:

5988,0
45

611
7518

22
492511611

2851
cos ≈=

⋅
=

++⋅++

+−−
=

⋅
⋅

=
vu
vu

ϕ  a úhel

ϕ = 53° 13´.
c) Průsečík přímek p, q je ( )5 ;3 ;2R −= a úhel, který přímky svírají je ϕ = 53° 13´.

Příklad č. 6: Jsou dány roviny 0510211: =+−+ zyxρ  a 0322: =−+− zyxσ , body

( ) ( ) ( )4 ;1 ;3C ;2 ;1 ;1B ;1 ;8 ;2A −−=−−==  a přímka 
3
1

2
5

1
3: zyxr −=−=− .

a) Určete rovnice rovin souměrnosti daných dvou rovin ρ  a σ ,
b) napi�te obecnou rovnici roviny τ = ABC a parametrické vyjádření přímky r,
c) vypočítejte úhel přímky r s rovinou τ = ABC.

Ře�ení: Jestli�e sečteme jednotkové normálové vektory 21  ; nn  rovin ρ  a σ , tak získáme
normálový vektor jedné roviny souměrnosti 1τ , jestli�e je odečteme, tak získáme
normálový vektor druhé roviny souměrnosti 2τ . Obě roviny souměrnosti
procházejí bodem, který le�í na průsečnici roviny ρ  a σ  a který označíme
například P.

( )10 ;2 ;11 −=ρn , 152251004121 ==++=ρn , 





 −=

15
10 ;

15
2 ;

15
11

1n ,

( )1 ;2 ;2 −=σn , 39144 ==++=σn , 





 −=

3
1 ;

3
2 ;

3
2

2n .

Jestli�e zvolíme například 0=x , pak bod průsečnice 





 −=

9
2 ;

18
25 ;0P a







 −−=+

15
5 ;

15
8 ;

15
21

21 nn .

Rovina souměrnosti 05821:1 =+−− dzyxτ  a po dosazení bodu P
0105821:1 =−−− zyxτ .







 −=−

15
15 ;

15
12 ;

15
1

21 nn , rovina souměrnosti 01512:2 =+−+ dzyxτ  a po

dosazení P  0201512:2 =+−+ zyxτ .
a) Rovnice rovin souměrnosti daných rovin ρ  a σ jsou 0105821:1 =−−− zyxτ

a 0201512:2 =+−+ zyxτ .
Normálu roviny τ = ABC vypočítáme pomocí vektorového součinu vektorů

ACAB× , ( ) ( )  ,3 ;9 ;1 ; ; 332211 −−−=−−−= abababAB
( ) ( ),3 ;9 ;5 ; ; 332211 −−=−−−= acacacAC

( ) ( )2 ;1 ;31836 ;18 ;54
395
391 −⋅−=−−≡

−−
−−−=×

kji
ACAB , obecná rovnice je

023 =++− dzyx  a po dosazení například bodu B získáme 0=d .
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b) Obecná rovnice roviny 023: =+− zyxτ a parametrické rovnice
přímky r jsou: tx     3−= ,

R,25 ∈−= tty .
tz 3  1−= ,

Úhel přímky s rovinou je definován jako úhel, který svírá přímka se svým
pravoúhlým průmětem do roviny τ = ABC. Mů�eme ho tedy spočítat jako
doplňkový úhel k ostrému úhlu, který svírá normálový vektor roviny τ = ABC se
směrovým vektorem přímky r.

( ) ( ) ( )
2
1

14
7

1414
7

941419
 322113

cos ==
⋅

=
++⋅++

−⋅+−⋅−−⋅
=

⋅
⋅

=
un
un

ϕ ,

3
π=ϕ = 60°, doplňkový úhel je 

6
π´=ϕ = 30°.

c) Úhel, který svírá přímka r s rovinou τ = ABC je 
6
π´=ϕ = 30°.

Příklad č. 7: Jsou dány mimobě�ky p, q. Určete délku příčky těchto dvou mimobě�ek
procházejících bodem ( )3 ;3 ;0 −=M , jestli�e p: 13 −= tx , q: 32   += ux ,

2  += ty , 1  −−= uy ,
tz 21−= , 2    += uz ,

R, ∈ut .
Ře�ení: Přímka p s bodem M určují rovinu ρ , která protíná přímku q v bodě Q. Spojnice

bodů QM je ji� hledaná příčka procházející daným bodem. Abychom mohli
stanovit její délku, je třeba je�tě vypočítat průsečík příčky QM s přímkou p,
označíme ho P. Délka příčky je pak vzdálenost bodů PQ. Nejprve tedy napí�eme
obecnou rovnici roviny ρ . Libovolný bod L přímky p má například souřadnice

( )1 ;2 ;1L −= , bod ( )3 ;3 ;0M −=  a tedy vektor ( )2 ;5 ;1 −=LM , směrový vektor
přímky p má souřadnice ( )2 ;1 ;3 − . Oba tyto vektory le�í v rovině ρ a proto její
normálový vektor vypočítáme pomocí vektorového součinu těchto dvou vektorů,

je tedy ( ) ( )2 ;1 ;1816 ;8 ;8
251
213 ⋅=−−−≡

−
−=

kji
n . Obecná rovnice roviny ρ je

02: =+++ dzyxρ a po dosazení například bodu M je 3−=d a
032: =−++ zyxρ . Průsečík této roviny ρ  s přímkou q vypočítáme dosazením

parametrického vyjádření přímky q do obecné rovnice roviny, tedy
1330342132 −=⇒−=⇒=−++−−+ uuuuu . Po dosazení do rovnic přímky

q dostáváme ( )1 ;0 ;1Q = . Parametrické vyjádření příčky r: sx   1  += ,
R,3      ∈= ssy .

sz 21−= ,
Průsečík přímky r s přímkou p pak vypočítáme ze soustavy rovnic:

st     1 13 +=−
st 3    2 −=+
st 2121 −=− ,

odkud 1=t a bod ( )1 ;3 ;2P −= . Vzdálenost bodů PQ je
( ) 14491 2 ;3 ;1 =++=−=PQ .

Délka příčky mimobě�ek p, q procházející bodem M je 14 .
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Příklad č. 8: Jsou dány mimobě�ky p, q. Určete délku příčky těchto dvou mimobě�ek

rovnobě�nou s přímkou 
1

3
1

2
4
1: +=−=

−
+ zyxs jestli�e:

p: 12    += tx , q: 23   −= ux ,
23 −−= ty , 12   −= uy ,
1     −= tz , uz 2−= ,          R, ∈ut .

Ře�ení: Přímka p a směrový vektor s přímky s určují rovinu ρ , ve které le�í hledaná
příčka. Průnik této roviny s přímkou q je ji� bodem Q příčky r, jejím� směrovým
vektorem je vektor s . Abychom stanovili délku této příčky, je nutné je�tě
vypočítat průsečík příčky r s přímkou p a to bod P. Vzdálenost bodů QP je
hledaná délka. Nejprve si určíme obecnou rovnici roviny ρ , vektor ( )1 ;1 ;4−=s
a směrový vektor přímky p má souřadnice ( )1 ;3 ;2 − . Oba tyto vektory le�í
v rovině ρ a proto její normálový vektor vypočítáme pomocí vektorového součinu

těchto dvou vektorů, je tedy ( ) ( )5 ;3 ;2210 ;6 ;4
132
114 ⋅=≡

−
−=

kji
n . Obecná

rovnice roviny ρ je 0532: =+++ dzyxρ a po dosazení například bodu
( )1;2;1 −− , co� je bod přímky p, dostáváme, �e 9=d  a
odtud 09532: =+++ zyxρ . Průsečík této roviny ρ  s přímkou q vypočítáme
dosazením parametrického vyjádření přímky q do obecné rovnice roviny, tedy

12209103646 −=⇒−=⇒=+−−+− uuuuu . Po dosazení do rovnic přímky
q dostáváme ( )2 ;3 ;5Q −−= . Parametrické vyjádření příčky r:

sx 45 −−= ,
R,   3 ∈+−= ssy .

sz   2    += ,
Průsečík přímky r s přímkou p pak vypočítáme ze soustavy rovnic:

12   45 +=−− ts
23   3 −−=+− ts

   1          2 −=+ ts
odkud 1=s  a bod ( )0 ;5 ;3P −= . Vzdálenost bodů PQ je

( ) 26182111622 ;2 ;8 ==++=−=PQ .

Délka příčky mimobě�ek p, q , která je rovnobě�ná s přímkou s je 26 .

Příklad č. 9: Jsou dány body ( ) ( )1 ;0 ;1B ;1 ;2 ;3A −==  a přímka 004: =+∧=+− zyyxp .
Určete:
a) rovnici přímky q procházející body AB ,
b) rozhodněte o vzájemné poloze přímek p, q,
c) jsou-li různobě�ky, stanovte jejich průsečík a úhel, ve zbylých případech jejich

vzdálenost.
Ře�ení: Směrový vektor upřímky q je ( ) ( )0 ;1 ;20 ;2 ;4 =−−== ABu .
a) Parametrické rovnice přímky q: tx 21+−= ,

R,          ∈= tty .
1   =z ,
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Směrový vektor v přímky p získáme pomocí vektorového součinu normálových

vektorů rovin, které tuto přímku určují, tedy ( )1 ;1 ;1
011
110 −≡

−
=

kji
v ; libovolný

bod M le�ící na přímce p vypočítáme ze soustavy rovnic obou rovin, které přímku
p určují. Při volbě 0=z dostáváme ( )0 ;0 ;4M −= a parametrické rovnice přímky
p: sx +−= 4 ,

R,         ∈= ssy .
sz −=      ,

Proto�e vektory vu  , jsou lineárně nezávislé (jeden není násobkem druhého), jsou
přímky různobě�né nebo mimobě�né, podle toho jestli mají společný bod nebo ne.
Proto�e soustava rovnic  st +−=+− 421

         st          =
         s−=      1

nemá ře�ení, jsou
b) přímky p, q mimobě�né.

Vzdálenost dvou mimobě�ných přímek je definována jako délka nejkrat�í příčky
těchto dvou mimobě�ek, které se říká osa mimobě�ek. Osa mimobě�ek je taková
příčka, která je kolmá k oběma mimobě�kám a ře�íme ji tedy jako příčku daným
směrem, kdy směr k  je kolmý k oběma mimobě�kám. Vektor k je kolmý ke
směrovým vektorům přímek p, q a určíme ho pomocí vektorového součinu, tedy

( ) ( )1 ;2 ;11 ;2 ;1
111
012 −−−=−≡
−

=
kji

k . Vektor k a přímka q určují rovinu ρ , ve

které le�í osa mimobě�ek a která protíná přímku p v bodě P, co� je jeden bod osy
a směr osy k ji� známe. Abychom stanovili její délku, vypočítáme je�tě průsečík
osy o s přímkou q, co� je bod Q a délka osy je vzdálenost bodů PQ, co� je také
hledaná vzdálenost mimobě�ek. Nejprve si určíme obecnou rovnici roviny ρ ,
vektor ( )1 ;2 ;1 −−=k  a směrový vektor přímky q má souřadnice ( )0 ;1 ;2 . Oba
tyto vektory le�í v rovině ρ a proto její normálový vektor vypočítáme pomocí
vektorového součinu těchto dvou vektorů, je tedy

( ) ( )5 ;2 ;15 ;2 ;1
121
012 −−=−−≡
−−

=
kji

n . Obecná rovnice roviny ρ je

052: =++− dzyxρ a po dosazení například bodu ( )1 ;0 ;1− , co� je bod přímky
q, dostáváme, �e 4−=d  a odtud 0452: =−+− zyxρ . Průsečík této roviny ρ
s přímkou p vypočítáme dosazením parametrického vyjádření přímky p do obecné
rovnice roviny, tedy

3
48604524 −=⇒=−⇒=−−−+− sssss . Po dosazení do rovnic přímky p

dostáváme 





 −−=

3
4 ;

3
4 ;

3
16P .
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Parametrické vyjádření příčky o: ux +−=
3
16 ,

,2
3
4 uy −−=           R∈u .

uz    
3
4    −= ,

Průsečík přímky os přímkou q pak vypočítáme ze soustavy rovnic:

ut   
3
1621 +−=+−

         ut 2
3
4   −−=

         u  
3
4      1 −= ,

odkud 
3
1=t  a bod ( )1 ;2 ;5Q −−= . Vzdálenost bodů PQ je

3
6

9
6

9
1

9
4

9
1

3
1 ;

3
2 ;

3
1 ==++=






 −−=PQ .

c) Vzdálenost mimobě�ných přímek p, q je 
3
6 .

Příklad č. 10: Na přímce 02943012: =−+−∧=−++ zyxzyxp  nalezněte bod, který má
stejnou vzdálenost od bodů ( ) ( )2 ;13 ;5B ;4 ;11 ;3A −−−== . Určete bod
souměrně sdru�ený s počátkem soustavy souřadnic vzhledem k rovině

0121926: =+−+ zyxρ . Určete rovnici roviny, která prochází body
( ) ( )1 ;1 ;3E ;2 ;1 ;1D =−−=  a je kolmá k rovině 032: =+− zyxσ .

Ře�ení: Mno�ina v�ech bodů, které mají stejnou vzdálenost od daných dvou různých
pevných bodů A, B je rovina τ  kolmá na přímku AB a procházející středem
S úsečky AB. Průnik této roviny τ  s přímkou p je hledaný bod P. Střed

( )1 ;1 ;1
2

24 ;
2
1311 ;

2
53S −−=






 −−−= , normálový vektor roviny τ je směrový

vektor přímky AB, proto ( ) ( )3 ;12 ;46 ;24 ;8AB =−−−=−=n . Rovina τ má
obecnou rovnici 03124: =+++ dzyxτ a po dosazení bodu S je 13=d  a tedy

0133124: =+++ zyxτ . Abychom nalezli průsečík roviny τ s přímkou p,
napí�eme si její parametrické vyjádření. Směrový vektor získáme jako vektorový
součin normálových vektorů rovin, které tuto přímku určují, tedy

( )7 ;1 ;9
413
121 −−≡

−
=

kji
s  . Libovolný bod L le�ící na přímce p vypočítáme ze

soustavy rovnic obou rovin, které přímku p určují. Při volbě 0=y dostáváme
( )26 ;0 ;25L −= a parametrické rovnice přímky p: tx 925+−= ,

R       ,          ∈−= tty .
tz 726   −= ,

Průsečík roviny τ s přímkou p vypočítáme dosazením parametrického vyjádření
přímky p do obecné rovnice roviny τ ,
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( ) ( ) ( ) 30390137263129254: =⇒=+−⇒=+−+−++− tttttτ a bod
( )5 ;3 ;2P −= .

Bod, který má stejnou vzdálenost od bodů A, B je bod ( )5 ;3 ;2P −= .
Bod souměrně sdru�ený s počátkem soustavy souřadnic vzhledem k rovině ρ  le�í
na kolmici k k této rovině ρ procházející počátkem soustavy souřadnic a ve stejné
vzdálenosti jako je vzdálenost počátku od roviny ρ . Směrový vektor kolmice k je
normálovým vektorem roviny ρ  a má souřadnice ( )9 ;2 ;6 − , rovnice kolmice k:

sx 6   = ,
R,2   ∈= ssy .

sz 9−= ,

Vzdálenost počátku od roviny ρ  je 11121
121
121

81436
121 ===

++
. Pata R

kolmice k spu�těné s počátku na rovinu ρ  je
( ) 10121992266 −=⇒=+−−⋅+⋅ ssss  a ( )9 ;2 ;6R −−= . Bod souměrně

sdru�ený le�í pak ve dvojnásobné vzdálenosti a je
22281436 222 −=⇒=++ ssss , proto�e pro bod R máme 1−=s .

Bod souměrně sdru�ený s počátkem vzhledem k rovině ρ  má tedy souřadnice ( )18 ;4 ;12 −− .
Rovina kolmá k rovině σ  a procházející body ED, je určena těmito dvěma body a
kolmicí k rovině σ procházejí například bodem E. Proto�e směrový vektor této
kolmice je normálovým vektorem roviny σ  má souřadnice ( )3 ;2 ;1 − , směrový
vektor přímky ED má souřadnice ( )3 ;2 ;2ED −−−=−=ED , normálový vektor
hledané roviny vypočítáme pomocí  vektorového součinu těchto dvou vektorů

( ) ( )2 ;1 ;436 ;3 ;12
321
322 −−⋅=−−≡

−
=

kji
n . Hledaná rovina má obecnou

rovnici 024 =+−− dzyx  a po dosazení například bodu D je 9−=d .
Rovnice hledané roviny, která prochází body ED a je kolmá na rovinu σ  je 0924 =−−− zyx .

Příklad č. 11: Nalezněte obvod trojúhelníka XYZ, kde X je průsečík přímek p, q; Y je průsečík
přímky p s rovinou ρ trojúhelníka ABC a Z je průsečík přímky q s rovinou ρ .
Přitom p = DE, kde ( ) ( )2 ;3 ;1E ;1 ;1 ;1D == ; přímka  001: =+∧=−+ yxzxq  a

( ) ( ) ( ).2 ;2 ;2C ,1 ;1 ;3B ,0 ;1 ;2A −=−=−=
Ře�ení: Nejprve musíme stanovit body X, Y, Z a potom vypočítat jejich vzdálenosti. Proto

si určíme obecnou rovnici roviny ρ . Normálový vektor roviny ρ získáme pomocí
vektorového součinu ACAB× , ( ) ( )2 ;1 ;0 ,1 ;2 ;1 −=−= ACAB ,

( )1 ;2 ;3
210
121 −−≡

−
−=×
kji

ACAB . Rovina ρ má obecnou rovnici

023 =+−− dzyx  a po dosazení například bodu C získáme 8−=d . Rovnice
roviny ρ  procházející body ABC je 0823 =−−− zyx . Směrový vektor přímky
p má souřadnice ( )1 ;2 ;0=ED  a parametrické rovnice p: 1=x ,

R,21 ∈+= tty .
tz    1+= ,
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Směrový vektor přímky q získáme jako vektorový součin normálových vektorů

rovin, které tuto přímku určují, tedy ( )1 ;1 ;1
011
101 −≡=
kji

s  . Libovolný bod L

le�ící na přímce q vypočítáme ze soustavy rovnic obou rovin, které přímku q
určují. Při volbě 0=y dostáváme ( )1 ;0 ;0L = a parametrické rovnice přímky q: 

sx −=    ,
Rs     ,      ∈= sy .

sz +=1 ,
⇒∩= qpX s−=           1 ,

                       st       21 =+ ,
                       st +=+ 1   1    ( )0 ;1 ;1X1 −=⇒−=⇒ s .

( ) ( ) 





 −−=⇒−=⇒=−+−+−⇒∩=

5
3 ;

5
11 ;1Y

5
80812123Y tttp ρ ,







 −−=⇒−=⇒=−−−−−⇒∩=

2
1 ;

2
3 ;

2
3Z

2
308123Z ssssq ρ ,

( )
5

5314
5
3 1 ;2 ;0

5
3

5
3 ;

5
6 ;0 =+==






=XY ,

( )
10
7514925

10
1 1 ;7 ;5

10
1

10
1 ;

10
7 ;

2
1 =++==






=YZ ,

( )
2
3111

2
1 1 ;1 ;1

2
1

2
1 ;

2
1 ;

2
1 =++==






 −−=XZ .

Obvod trojúhelníka XYZ je 073,3
10

357556
2
3

10
75

5
53 ≈++=++ .

Příklad č. 12: Vypočítejte, kolik kilogramů barvy je potřeba na natření čtyřbokého jehlanu
ABCDV bez podstavy ABCD, jestli�e jsme v metrech naměřili tyto souřadnice
bodů: ( ) ( ) ( ) ( )7 ;1 ;2V ,4 ;5 ;3C ,2 ;1 ;4B ,1 ;2 ;1A ==−== a víme, �e jeden kilogram
barvy stačí na 15 m2.

Ře�ení: Podstava jehlanu je rovnobě�ník a jehlan není kolmý, proto musíme vypočítat
obsah ka�dé trojúhelníkové stěny zvlá�ť. Nejprve si vypočítáme souřadnice
vrcholu D, pro které platí ( ) ( ) ( )3 ;8 ;01 ;3 ;34 ;5 ;3CD =−−+=+= BA . Obsah
stěny ABV vypočítáme jako polovinu velikosti vektorového součinu vektorů AB
a AV , proto�e velikost vektorového součinu dvou vektorů číselně udává obsah
rovnobě�níka, který je těmito dvěma vektory určen. Tedy ( )1 ;3 ;3 −=AB ,

( )6 ;1 ;1 −=AV ,

( ) ( ) 8 020,12
2

2170 ;1 ;1170 ;17 ;17
611
133 ABV ≈=⇒=−−=

−
−=× P

kji
AVAB  a

 obdobně, ( )2 ;6 ;1B −=−=CBC , ( )5 ;2 ;2BV −=−=BV ,

( ) 4 937,13
2
77710 ;1 ;26

522
261 BCV ≈=⇒−=

−
−=× P

kji
BVBC ,
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( )1 ;3 ;3CD −−=−=CD , ( )3 ;4 ;1CV −−=−=CV ,

( ) 1 354,9
2
1453 ;2 ;15

341
133 CDV ≈=⇒=

−−
−−=× P
kji

CVCD ,

( )2 ;6 ;1AD −=−=AD , ( )6 ;1 ;1AV −=−=AV ,

( ) 0 615,19
2
533 15 ;8 ;38

611
261 ADV ≈=⇒−=

−
−=× P

kji
AVAD .

Celkový povrch S, který je třeba natřít měří
927,54615,19354,9937,13021,12 =+++=S .

Proto�e na natření 15 m2 je potřeba 1 kg barvy, tak na 54,93 m2 je potřeba

8 661,3
15
927,54 = .

Na natření čtyřbokého jehlanu ABCDV bez podstavy potřebujeme přibli�ně 3,7 kg barvy.

7 Ře�ené příklady v E2

Příklad č. 1: Napi�te obecnou rovnici kru�nice (ne ve středovém tvaru), která má průměr AB.
Určete její střed a poloměr, jestli�e ( ) ( )6 ;3B ,0 ;3A =−= .

Ře�ení: Průměr kru�nice má velikost ( ) ( ) 26116 1;16 6;6 =+===AB  a poloměr

23=r . Střed kru�nice je střed úsečky AB, tedy ( )3 ;0
2

BAS =+= .

Středová rovnice kru�nice
( ) ( ) 09618961830 222222 =−−+⇒=+−+⇒=−+− yyxyyxyx .

Obecná rovnice kru�nice se středem ( )3 ;0S = a poloměrem 23=r  je 09622 =−−+ yyx .

Příklad č. 2: Napi�te obecnou rovnici paraboly (ne ve středovém tvaru), která prochází bodem
( )1 ;0X = , jestli�e její osa je rovnobě�ná se souřadnicovou osou x a vrchol
( )2 ;1V −= . Určete její ohnisko a rovnici řídící přímky.

Ře�ení: Vrcholový tvar paraboly, která má osu rovnobě�nou s osou x je
( ) ( )12

2 2 vxpvy −=− , kde p je parametr a ( )21;vv  jsou souřadnice vrcholu.
V na�em případě tedy ( ) ( ) ppxyyxpy 2244122 22

2 +=+−⇒+=− , proto�e
parabola prochází bodem X, tak po dosazení dostáváme

0340144
2
12441 22 =+−−⇒=−−+−⇒=⇒=+− xyyxyypp .

Proto�e vzdálenost vrcholu od ohniska je rovna polovině parametru, tak ohnisko F

má souřadnice 





−=






 +−= 2 ;

4
32 ;

4
11F a proto�e řídící přímka je rovnobě�ná s

osou y a její vzdálenost od vrcholu je rovna polovině parametru, tak má rovnici

4
5

4
11 −=−−=x .

Obecná rovnice paraboly je 0342 =+−− xyy , její ohnisko je 





−= 2 ;

4
3F a rovnice řídící přímky

je 
4
5−=x .
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Příklad č. 3: Určete druh a základní prvky ku�elosečky 01643650925 22 =−−++ yxyx .
V případě paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr
osy, rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě
kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Obecnou rovnici ku�elosečky převedeme na středový tvar
( ) ( ) 16449225 22 =−++ yyxx ,
( ) ( ) 22529125 22 =−++ yx ,

( ) ( ) 1
25

2
9
1 22

=−++ yx .

Jedná se tedy o elipsu s hlavní osou rovnobě�nou s osou y, velikost hlavní poloosy 5=a , vedlej�í
3=b , excentricita 41692522 ==−=−= bae , střed ( )2 ;1S −= , ohniska ( )6 ;1F1 −=  a
( )2 ;1F2 −−= .

Příklad č. 4: Určete druh a základní prvky ku�elosečky 011385494 22 =−+−− yxxy .
V případě paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr
osy, rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě
kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Obecnou rovnici ku�elosečky převedeme na středový tvar
( ) ( ) 1136924 22 =+−+ xxyy ,
( ) ( ) 368141133914 22 =−+=+−+ xy ,
( ) ( ) 1

4
3

9
1 22

=+−+ xy .

Asymptoty procházejí středem hyperboly a bodem ( )2 ;1E −= , nebo ( )2 ;5G −= .
Směrový vektor jedné asymptoty je ( )3 ;2 −−=ES a druhé ( )3 ;2 −=GS ,
normálový vektor jedné asymptoty je ( )2 ;3 −  a druhé ( )2 ;3 . Obecné rovnice
asymptot jsou 023 1 =+− cyx  a 023 2 =++ cyx po dosazení například bodu
S dostáváme 0723 =+− yx  a 01123 =++ yx .

Jedná se tedy o hyperbolu s hlavní osou rovnobě�nou s osou y, velikost hlavní poloosy 3=a ,
vedlej�í 2=b , excentricita 134922 =+=+= bae , střed ( )1 ;3S −−= , ohniska

( )131 ;3F1 +−−=  a ( )131 ;3F2 −−−= . Obecné rovnice asymptot jsou 0723 =+− yx  a
01123 =++ yx .
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Příklad č. 5: Napi�te obecnou rovnici přímky procházející středem ku�elosečky
065 22 =++ xyx  a průsečíkem přímky xyp =:  s ku�elosečkou. Nalezněte

v�echna ře�ení a určete druh a základní prvky ku�elosečky. V případě paraboly to
jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr osy, rovnice řídící
přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou: souřadnice středu a obou
ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha elipsy (směr
hlavní osy). V případě hyperboly to jsou: souřadnice středu a obou ohnisek,
velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní
osy) a rovnice asymptot. V případě kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Obecnou rovnici ku�elosečky převedeme na středový tvar
( ) 953 22 =++ yx ,
( ) 1

5
99

3 22

=++ yx .

5
53

5
3 ==b , excentricita 

5
56

5
36

5
9922 ==−=−= bae ,

Nyní vy�etříme vzájemnou polohu přímky p a elipsy
( ) 016066065 222 =+⇒=+⇒=++ xxxxxxx . Přímka protíná elipsu ve dvou

bodech ( ) ( )1 ;1P ;0 ;0P 21 −−== . Úloha má tedy dvě ře�ení a to přímku 1SP  a

2SP . Směrový vektor přímky 1SP  je ( )0 ;3− , normálový ( ) ( )1 ;03 ;0 =  a rovnice
přímky je 0=y .
Směrový vektor přímky 2SP  je ( )1 ;2 − , normálový ( )2 ;1  a rovnice přímky je

02 =++ cyx  a po dosazení například bodu S pak dostáváme 032 =++ yx .
Jedná se tedy o elipsu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x, velikost hlavní poloosy 3=a , vedlej�í

5
53=b , excentricita 

5
56=e , střed ( )0 ;3S −= , ohniska 








+−= 0 ;

5
563F1  a









−−= 0 ;

5
563F2 . Obecná rovnice přímky procházející středem ku�elosečky a průsečíkem

přímky p s ku�elosečkou je 0=y  a 032 =++ yx .

Příklad č. 6: Vy�etřete vzájemnou polohu přímky 0124: =−− yxp a ku�elosečky
0494964 2 =++− yxy . Určete druh a základní prvky ku�elosečky. V případě

paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr osy,
rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou: souřadnice
středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha
elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou: souřadnice středu a obou
ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha hyperboly (směr
hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě kru�nice jsou to souřadnice středu a
poloměr.

Ře�ení: Obecnou rovnici ku�elosečky převedeme na středový tvar
( ) 49964 2 −=+ xyy ,

4896
2
14

2

−=





 + xy ,

1224
2
1 2

−=





 + xy ,
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 −=






 +

2
124

2
1 2

xy .







 −=






 −+=

2
1 ;

2
13

2
1 ;6

2
1F  a rovnice řídící přímky je 

2
116

2
1 −=⇒−= xx .

Abychom vy�etřili vzájemnou polohu přímky a ku�elosečky, tak dosadíme rovnici
přímky ve tvaru 124 += yx  do rovnice ku�elosečky a dostáváme

( ) 049412244 2 =+++− yyy  a odtud

2
6411

8
536 144

8
400936 144025444 12

2 ±=±=−±=⇒=+− yyy .

Jedná se tedy o parabolu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x a otočenou vrcholem doleva, velikost

parametru 12=p , souřadnice vrcholu jsou 





 −=

2
1 ;

2
1V , ohniska 






 −=

2
1 ;

2
13F  a rovnice řídící

přímky je 
2
11−=x . Přímka je sečnou paraboly a protíná ji ve dvou bodech







 −−= 62

2
11 ;63P1 a 






 ++= 62

2
11 ;63P1 .

Příklad č. 7: Jakou hodnotu musí mít c, aby se přímka 043: =++ cyxp dotýkala
ku�elosečky 2522 =+ yx . Určete druh a základní prvky ku�elosečky. V případě
paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr osy,
rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou: souřadnice
středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha
elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou: souřadnice středu a obou
ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha hyperboly (směr
hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě kru�nice jsou to souřadnice středu a
poloměr.

Ře�ení: Obecná rovnice ku�elosečky je ji� ve středovém tvaru a jedná se o kru�nici
s poloměrem 5=r a se středem ( )0 ;0S = . Jestli�e vy�etřujeme vzájemnou polohu
přímky a ku�elosečky, tak dosadíme obecnou rovnici přímky do rovnice
ku�elosečky, čím� získáme kvadratickou rovnici. Aby přímka p byla tečnou
kru�nice, musí tato kvadratická rovnice mít právě jeden dvojnásobný kořen.

Nejprve si vyjádříme například x z rovnice přímky p 
3

4 cyx −−= a dosadíme do

rovnice kru�nice, dostáváme: 25
9
816 2

22

=+++ ycycy  a po úpravě

0225825 22 =−++ cycy . Tato kvadratická rovnice musí mít právě jeden
dvojnásobný kořen, a proto její diskriminant musí být roven nule

( ) 256250500 2236022525464 2222 ±=⇒=⇒=+−⇒=−⋅−= cccccD .
Úloha má celkem dvě ře�ení a přímka p je tečnou ke kru�nici právě tehdy kdy� je 25=c  nebo

25−=c .
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Příklad č. 8: Napi�te obecnou rovnici kru�nice (ne ve středovém tvaru), jestli�e prochází body
( ) ( ) ( )9 ;6C ,4 ;1B ,1 ;2A === . Určete její střed a poloměr.

Ře�ení: Střed hledané kru�nice je průsečík os úseček AB a BC. Pro střed 1P  úsečky AB

platí: 





=






 ++

=
2
5 ;

2
3

2
 ;

2
P 2211
1

baba
, normálový vektor osy 1o  je směrovým

vektorem přímky AB, proto ( ) ( )3 ;1 ; 22111 −=−−== ababABn a obecná rovnice
osy 1o  je 03 1 =++− cyx  a po dosazení například bodu A je 61 −=c  a

063:1 =−+− yxo . Obdobně pro střed 2P  úsečky BC platí:







=






 ++

=
2
13 ;

2
7

2
 ;

2
P 2211

2
cbcb

, normálový vektor osy 2o  je směrovým

vektorem přímky BC, proto ( ) ( ) ( )1 ;15 ;5 ; 22112 ==−−== bcbcBCn a obecná
rovnice osy 2o  je 02 =++ cyx  a po dosazení například bodu B je 102 −=c  a

010:2 =−+ yxo .  Nyní vyře�íme soustavu rovnic:
06  3 =−+− yx

     010  =−+ yx
a dostáváme souřadnice středu ( )4 ;6S = . Poloměr hledané kru�nice je roven
vzdálenosti středu S od libovolného ze tří bodů A, B, C. Vezmeme-li bod A pak
dostáváme: ( ) 5259163 ;4 ==+=== ASr  . Středový tvar kru�nice je

( ) ( ) 2546 22 =−+− yx .
Hledaná obecná rovnici kru�nice je 02781222 =+−−+ yxyx .

Poznámka: Tuto úlohu lze také formulovat takto: Určete obecnou rovnici (ne středový tvar)
kru�nice opsané trojúhelníku ABC, jestli�e ( ) ( ) ( )9 ;6C ,4 ;1B ,1 ;2A === . Určete
její střed a poloměr.

Příklad č. 9: Napi�te rovnici hyperboly, která má vrcholy v ohniskách a ohniska ve vrcholech
elipsy, její� rovnice je 144169 22 =+ yx .

Ře�ení: Středový tvar rovnice elipsy je 1
916

22

=+ yx  . Střed obou ku�eloseček je shodný a

je ( )0 ;0S = . Hlavní poloosa elipsy má velikost 4=a , vedlej�í 3=b , excentricita

791622 =−=−= bae . Hyperbola má tedy hlavní poloosu 7=a ,
vedlej�í 3=b , excentricita 4=e . Její rovnice ve středovém tvaru je proto

1
97

22

=− yx  a obecná rovnice má tvar 6379 22 =− yx .

Rovnice hyperboly, která má vrcholy v ohniskách a ohniska ve vrcholech elipsy je 6379 22 =− yx .

Příklad č. 10: Napi�te obecnou rovnici kolmice k k přímce 0432: =−− yxp  tak, aby
procházela ohniskem elipsy  100925 22 =+ yx . Vypočítejte obsah obdélníka,
který je této elipse opsán a úhel, který svírá kolmice k s hlavní osou elipsy.

Ře�ení: Středový tvar elipsy je 1

9
1004

22

=+ yx . Jedná se tedy o elipsu s hlavní osou

rovnobě�nou s osou y, velikost hlavní poloosy 
3
10=a , vedlej�í 2=b ,
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excentricita 
3
8

9
644

9
10022 ==−=−= bae , střed ( )0 ;0S = , ohniska







=

3
8 ;0F1  a 






 −=

3
8 ;0F2 . Kolmice k přímce p procházející ohniskem elipsy

jsou tedy dvě 1k  a 2k , které jsou navzájem rovnobě�né a mají proto stejný
normálový vektor ( )2 ;3=n , který je shodný se směrovým vektorem přímky p  a
je kolmý k normálovému vektoru přímky p. Kolmice 023: 11 =++ cyxk  a

023: 22 =++ cyxk , po dosazení příslu�ného ohniska pak dostáváme: 
3
16

1 −=c

a 
3
16

2 =c  a konečně 01669:1 =−+ yxk  a 01669:2 =++ yxk  . Obdélník, který

je elipse opsán má jednu stranu rovnu délce hlavní osy a druhou vedlej�í osy a

proto 67,26
3

80
3

20422 ≈=⋅=⋅= baP . Úhel, který svírá hlavní osa elipsy

s kolmicí  1k  je shodný úhlu, který svírá s kolmicí 2k  (jsou rovnobě�né) a je
definován jako ostrý úhel, který tyto dvě přímky spolu svírají, tj. je roven ostrému
úhlu jejich směrových vektorů. Směrový vektor osy je ( )1 ;0  a kolmic ( )3 ;2 − .

Proto 
( ) ( )

69,3305 832,0
13
3

9410
 3;21;0

cos =⇒≈=
+⋅+

−⋅
= ϕϕ ° = 33° 41′.

Úloha má dvě ře�ení a 01669:1 =−+ yxk  a 01669:2 =++ yxk .Obsah obdélníka, který je této
elipse opsán měří 26,67 jednotek čtverečných a úhel, který svírá kolmice
k s hlavní osou elipsy je 33° 41′.

Příklad č. 11: Uvnitř kru�nice 02042 22 =−++− yyxx  le�í bod 





 −=

2
9 ;

2
7P . Tímto bodem

veďte sečnu, která danou kru�nici protíná v bodech A, B, pro které platí
BPAP = . Určete obecnou rovnici této sečny a vypočítejte její délku.

Ře�ení: Bod P půlí tětivu AB a proto kolmice vedená bodem P k přímce AB musí
procházet středem kru�nice S. Abychom tedy nalezli obecnou rovnici tětivy AB,
stačí vést bodem P kolmici na přímku SP. Nejprve si určíme střed kru�nice S tak,
�e upravíme obecnou rovnici kru�nice na středový tvar ( ) ( ) 2521 22 =++− yx .

Střed ( )2 ;1S −= . Směrový vektor ( ) ( )1 ;1
2
5 ;

2
5 ; 2211 −=






 −=−−= spspSP je

normálovým vektorem hledané tětivy a tedy má rovnici 0=+− cyx , po
dosazení bodu P pak obdr�íme hledanou rovnici tětivy 08 =−− yx . Abychom
stanovili její délku, musíme vypočítat souřadnice bodů A, B, co� jsou průsečíky
tětivy s kru�nicí. Z rovnice tětivy si vyjádříme například 8+= yx  a dosadíme do
rovnice kru�nice ( ) ( ) 2521 22 =++− yx , dostáváme rovnici

( )( ) ⇒=++⇒=++⇒=+++++ 027014925444914 222 yyyyyyyy
27 21 −=∧−= yy  a odtud ( )7 ;1A −=  a ( )2 ;6B −= . Vzdálenost těchto dvou

bodů je ( ) 255 ;5 ==AB .

Délka tětivy je 05,725 ≈  a její obecná rovnice je 08 =−− yx .
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Příklad č. 12: Napi�te obecnou rovnici přímky, která prochází vrcholem paraboly

22 2 =−+ xyx  a s přímkou 063: =−− yxp  svírá úhel 
4
π .

Ře�ení: Nejprve upravíme obecnou rovnici paraboly na vrcholový tvar

⇒+−=





 −⇒−=−






 −⇒=+






 −

8
17

4
122

8
1

4
122

2
2

22
2 yxyxyxx







=⇒






 −−=






 −

8
17 ;

4
1V

8
17

2
1

4
1 2

yx . Směrový vektor s  přímky p má

souřadnice ( )1 ;3=s . Nyní nalezneme vektor ( )21  ; uu=u , který svírá s vektorem

s  úhel 
4
π  a který bude směrovým vektorem hledané přímky. Víme, �e

2
2

4
πcos = a tedy po dosazení do vzorce 

us
us
⋅
⋅=ϕcos  dostáváme rovnici

2
2

10

3

22
2
1

21 =
+⋅

+

uu

uu , kterou upravíme na tvar 0232 2
221

2
1 =−+ uuuu , zvolíme

např. 12 =u a dostaneme kvadratickou rovnici 0232 1
2
1 =−+ uu , kterou vyře�íme

a získáme dva různé reálné kořeny 21 −=u  a 
2
1

1 =′u . Hledané směrové vektory

jsou tedy dva ( )1 ;2−=u  a ( )2 ;11 ;
2
1 =






=′u . Hledané přímky proto budou také

dvě a jejich normálové vektory budou mít souřadnice ( )2 ;1=n  a ( )1 ;2 −=n ,
jejich obecné rovnice budou 02: =++ cyxq  a 02: =′+−′ cyxq , po dosazení

souřadnic vrcholu V pak dostáváme 0
2
92: =−+ yxq  a 0

8
132: =+−′ yxq  a po

úpravě 0942: =−+ yxq  a 013816: =+−′ yxq .

Obecné rovnice přímek, které procházejí vrcholem paraboly a s přímkou p svírají úhel 
4
π  jsou

0942: =−+ yxq  a 013816: =+−′ yxq .

Příklad č. 13: Napi�te obecnou rovnici elipsy, její� hlavní poloosa má stejnou délku jako je
poloměr kru�nice 02482122 22 =++−+− yyxx , délka vedlej�í poloosy je
rovna parametru paraboly 08442 =++− yxx  a střed S je průsečík přímek p, q,
kde 01723: =−+ yxp   a 01932: =+− yxq .

Ře�ení: Abychom mohli napsat rovnici elipsy, musíme nejprve nalézt její určující prvky a
proto nejprve uvedeme na středový tvar obecnou rovnici kru�nice a dostaneme
( ) ( ) 2523 22 =−+− yx . Odtud vyplývá, �e délka hlavní poloosy elipsy 5=a ,
proto�e poloměr kru�nice 5=r . Nyní uvedeme na vrcholový tvar obecnou
rovnici paraboly a dostaneme rovnici ( ) ( )142 2 +−=− yx . Odtud vyplývá, �e
délka vedlej�í osy elipsy 2=b , proto�e parametr paraboly 2=p . Souřadnice
středu S získáme vyře�ením soustavy rovnic

01723 =−+ yx
01932 =+− yx

a je tedy ( )7 ;1S = . Proto�e v zadání úlohy není určena poloha hlavní osy, tak
ře�ením jsou elipsy dvě, jedna, která má hlavní osu rovnobě�nou s osou x a druhá,
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která má hlavní osu rovnobě�nou s osou y. Jejich středové rovnice jsou:
( ) ( ) 1

4
7

25
1 22

=−+− yx   a ( ) ( ) 1
25

7
4
1 22

=−+− yx .

Úloha má dvě ře�ení a obecná rovnice hledané elipsy je 0129 13508254 22 =+−−+ yxyx  a
01215650425 22 =+−−+ yxyx .

8 Příklady k procvičení v E3

Příklad č. 1: Čtyřstěn je dán vrcholy ( ) ( ) ( ) ( )2 ;6 ;0 ,1 ;3 ;2C ,1 ;1 ;1B ,0 ;1 ;1A −=−−=−−== D .
Určete: a) objem čtyřstěnu ABCD,

b) obsah stěny ABC,
c) tělesovou vý�ku na stěnu ABC.

Ře�ení: a) Objem čtyřstěnu 
6
11=V .

b) Obsah stěny ABC je 
2
21=P .

c) Tělesová vý�ka na stěnu ABC je 
21

2111=v .

Příklad č. 2: Jsou dány body ( ) ( ) ( ) ( )4 ;2 ;2D ,2;2 ;2C ,1 ;1 ;3B ,0 ;1 ;2A −=−=−=−=  a rovina
042: =−+− zyxρ . Určete:

a) rovnici roviny σ procházející body ABC,
b) vzdálenost bodu D od roviny ρ ,
c) bodem D veďte rovinu τ procházející průsečnicí rovin ρ a σ .

Ře�ení: a) Rovnice roviny σ procházející body ABC je 0823 =−−− zyx .
b) Vzdálenost bodu D od roviny ρ je 6=v .
c) Rovinaτ procházející průsečnicí rovin ρ  i σ a bodem D má rovnici
   0282711 =−−− zyx .

Příklad č. 3: Jsou dány body ( ) ( )6 ;1 ;3B ,2 ;3 ;1A ==  a přímka
R;1;21;: ∈+=−== sszsysxp . Určete:

a) rovnici přímky q procházející body AB,
b) rozhodněte o vzájemné poloze přímek p, q,
c) jsou-li různobě�ky, stanovte jejich průsečík a úhel, ve zbylých případech jejich
vzdálenost.

Ře�ení: a) Parametrické rovnice přímky q: tx    1+= ,
R,  3 ∈−= tty .

tz 22 += ,
b) Přímky p, q jsou mimobě�né.

c) Vzdálenost mimobě�ných přímek p, q je 
11
114=v .
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Příklad č. 4: Je dán bod ( )0 ;1 ;1A −−=  a přímka

11
1

3
2: zyxp =+−=− . Určete:

a) obecnou rovnici roviny ρ  procházející bodem A kolmo k přímce p,
b) nalezněte vzdálenost bodu A od přímky p,
c) napi�te rovnici kolmice q spu�těné s bodu A na přímku p.

Ře�ení: a) Obecná rovnice roviny ρ  procházející bodem A kolmo k přímce p je
 023: =++− zyxρ .

b) Vzdálenost bodu A od přímky p je 
11

223=v .

c) Rovnici kolmice q spu�těné s bodu A na přímku p jsou: tx 21+−= ,
R ,31 ∈+−= tty .

tz 3      −= ,

Příklad č. 5: Jsou dány přímky 
1

4
5

3
4
1: −=−=+ zyxp     a  q: sx   2   += ,

R,31   ∈−= ssy .
sz 72 +−= ,

Určete:
a) parametrické rovnice přímky p,
b) rozhodněte o vzájemné poloze přímek p, q,
c) jsou-li různobě�ky, stanovte jejich průsečík a úhel, ve zbylých případech jejich
   vzdálenost.

Ře�ení: a) Parametrické rovnice přímky p: tx 41+−= ,
R,53   ∈−= tty .

tz    4   += ,
b) Přímky p, q jsou různobě�né.
c) Průsečík přímek p, q je ( )5 ;2 ;3R −= a úhel, který přímky svírají je

13 58 ′°=&ϕ .

Příklad č. 6: Jsou dány roviny 01222: =−+− zyxρ  a 0322: =−+− zyxσ , body
( ) ( ) ( )3 ;3 ;3C ,0 ;2 ;4B ,6 ;1 ;2A =−==  a přímka :r tx 23−= ,

R,5 ∈= ty .
tz   4 += ,

a) Určete vzdálenost daných dvou rovin ρ  a σ ,
b) napi�te obecnou rovnici roviny τ = ABC ,
c) vypočítejte úhel přímky r s rovinou τ = ABC.

Ře�ení: a) Vzdálenost daných rovin ρ  a σ je 3=v .
b) Obecná rovnice roviny 0123: =−+ zxτ .

c) Úhel, který svírá přímka r s rovinou τ = ABC je 
4
π=ϕ = 45°.
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Příklad č. 7: Jsou dány mimobě�ky p, q. Určete délku příčky těchto dvou mimobě�ek
procházející bodem ( )5 ;2 ;2M −= , jestli�e p: 1   += tx , q: 2  +−= ux ,

ty −= , 1    += uy ,
tz     = , 12 +−= uz ,

R, ∈ut .
Ře�ení: Délka příčky mimobě�ek p, q procházející bodem M je 652=v .

Příklad č. 8: Jsou dány mimobě�ky p, q. Určete délku příčky těchto dvou mimobě�ek
rovnobě�nou se směrem ( )1 ;1 ;1=s , jestli�e:

p: tx     = , q: ux −= ,
ty −= , uy 2= ,
6   =z , uz   = ,           R, ∈ut .

Ře�ení: Délka příčky mimobě�ek p, q , která je rovnobě�ná s přímkou s je 36=v .

Příklad č. 9: Rovnobě�nostěn je dán vektory ;2 32 3 kjiukjiekjia ++=−+=+−= ,, .
Určete:
a) objem rovnobě�nostěnu,
b) obsah stěny určené vektory ea; ,
c) tělesovou vý�ku na stěnu ea  ; .

Ře�ení: a) Objem rovnobě�nostěnu 25=V .
b) Obsah stěny ea;  je 138=P .

c) Tělesová vý�ka na stěnu ea; je 
138
13825=v .

Příklad č. 10: Vypočítejte obsah trojúhelníka ABC a jeho vý�ku na stranu AB, jestli�e
( ) ( ) ( )2 ;1 ;1C ,2 ;1 ;3B ,3 ;1 ;5A === . Určete rovnici roviny, která prochází bodem
( )2 ;1 ;1D −−= a je kolmá k rovinám 042: =−+− zyxρ  a

0422: =+−+ yxσ .

Ře�ení: Obsah trojúhelníka ABC je 1=P . Vý�ka na stranu AB je 
5

52=v . Obecná

rovnice roviny, která prochází bodem D a je kolmá k rovinám σρ; je
03432: =−++ zyxτ .

Příklad č. 11: Vypočítejte vnitřní úhly trojúhelníka ABC, jestli�e
( ) ( ) ( )1 ;3 ;1C ,2 ;1 ;3B ,3 ;2 ;1A −=−==

Ře�ení: Úhly mají tyto velikosti: α =& β´;2816° =& γ´;5227° =& ´4035° .

Příklad č. 12: Je dán bod ( )1 ;0 ;1A −=  a přímka 02201053: =−−+∧=+−+ zyxzyxp .
Určete:
a) parametrické rovnice přímky p,
b) obecnou rovnici roviny ρ procházející bodem A a přímkou p,
c) vzdálenost bodu A od přímky p,
d) obecnou rovnici roviny τ  kolmé k přímce p a procházející bodem A,
e) parametrické rovnice kolmice k spu�těné s bodu A na přímku p a le�ící
    v rovině ρ .
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Ře�ení: a) Parametrické rovnice přímky p: tx 9  1+= ,
R,22 ∈−= tty .

tz 5  3+= ,
b) Rovnice roviny ρ procházející bodem A a přímkou p je
    0181147: =+−+ zyxρ .

c) Vzdálenost bodu A od přímky p je 
55
932=v .

d) Rovnici roviny τ  kolmé k přímce p a procházející bodem A je
04529: =++− zyxτ .

e) Parametrické rovnice kolmice k spu�těné s bodu A na přímku p a le�ící v rovině
ρ  jsou:

sx   1+−= ,
,67      sy =               R∈s .

sz 251+= ,

9 Příklady k procvičení v E2

Příklad č. 1: ;Napi�te obecnou rovnici kru�nice (ne ve středovém tvaru), která má průměr AB.
Určete její střed a poloměr, jestli�e ( ) ( )4 ;3B ,2 ;1A −=−= .

Ře�ení: Obecná rovnice kru�nice se středem ( )1 ;1S −=  a poloměrem  13=r  je
0112222 =−+−+ yxyx .

Příklad č. 2: Napi�te obecnou rovnici paraboly (ne ve středovém tvaru), která prochází bodem
( )0 ;2X = , jestli�e její osa je rovnobě�ná se souřadnicovou osou x a vrchol
( )2 ;1V = . Určete její ohnisko a rovnici řídící přímky.

Ře�ení: Obecná rovnice paraboly je 08442 =+−− xyy , její ohnisko ( )2 ;2F = a rovnice
řídící přímky je 0=x .

Příklad č. 3: Určete druh a základní prvky ku�elosečky 0138104 22 =−+−+ yxyx .
V případě paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr
osy, rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě
kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Jedná se o elipsu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x, velikost hlavní poloosy
4=a , vedlej�í 2=b , excentricita 32=e , střed ( )1 ;5S −= , ohniska
( )1 ;325F1 −+=  a ( )1 ;325F2 −−= .

Příklad č. 4: Určete druh a základní prvky ku�elosečky 044622 =−++− yxyx . V případě
paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr osy,
rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou: souřadnice
středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha
elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou: souřadnice středu a obou
ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha hyperboly (směr
hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě kru�nice jsou to souřadnice středu a
poloměr.
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Ře�ení: Jedná se o rovnoosou hyperbolu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x, velikost
hlavní poloosy 3=a , vedlej�í 3=b , excentricita 23=e , střed ( )2 ;3S −= ,
ohniska ( )2 ;233F1 +−=  a ( )2 ;233F2 −−= . Asymptoty mají rovnice

05 =+− yx  a 01 =++ yx .

Příklad č. 5: Napi�te obecnou rovnici přímky procházející středem ku�elosečky
063 22 =+− xyx  a bodem ( )0 ?;P = , který na ku�elosečce le�í. Nalezněte

v�echna ře�ení a určete druh a základní prvky ku�elosečky. V případě paraboly to
jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha paraboly, směr osy, rovnice řídící
přímky a velikost parametru. V případě elipsy to jsou: souřadnice středu a obou
ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha elipsy (směr
hlavní osy). V případě hyperboly to jsou: souřadnice středu a obou ohnisek,
velikost hlavní a vedlej�í poloosy a excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní
osy) a rovnice asymptot. V případě kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Jedná se  o hyperbolu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x, velikost hlavní poloosy
1=a , vedlej�í 3=b , excentricita 2=e , střed ( )0 ;1S −= , ohniska ( )0 ;1F1 =  a
( )0 ;3F2 −= . Rovnice asymptot jsou 033 =+− yx  a 033 =++ yx .

Existují dva body ( )0 ;0P =  a ( )0 ;2P −=′ , ale pouze jedna přímka 0: =yp ,
proto�e na ní le�í oba body P.

Příklad č. 6: Vy�etřete vzájemnou polohu přímky AB=p , kde ( ) ( )7 ;3B ,1 ;5A −−=−=  a
ku�elosečky 0126422 =−−−+ yxyx . Určete druh a základní prvky
ku�elosečky. V případě paraboly to jsou: souřadnice vrcholu a ohniska, poloha
paraboly, směr osy, rovnice řídící přímky a velikost parametru. V případě elipsy
to jsou: souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha elipsy (směr hlavní osy). V případě hyperboly to jsou:
souřadnice středu a obou ohnisek, velikost hlavní a vedlej�í poloosy a
excentricity, poloha hyperboly (směr hlavní osy) a rovnice asymptot. V případě
kru�nice jsou to souřadnice středu a poloměr.

Ře�ení: Jedná se o kru�nici se středem ( )3 ;2S =  a poloměrem 5=r . Přímka je tečnou
kru�nice s bodem dotyku ( )1 ;5T −= .

Příklad č. 7: Určete průnik následujících křivek a určete tyto křivky, jestli�e jejich rovnice jsou
2522 =+ yx  a 093 =+− yx .

Ře�ení: Jedná se o kru�nici se středem ( )0 ;0S =  a poloměrem 5=r  a o přímku. Přímka
je sečnou kru�nice s protíná ji v bodech ( )4 ;3X =  a ( )4,1 ;8,4X −=′ .

Příklad č. 8: Napi�te obecnou rovnici kru�nice (ne ve středovém tvaru), jestli�e prochází body
( ) ( ) ( )4 ;1C,1 ;4B ,3 ;1A −−=== . Určete její střed a poloměr.

Ře�ení: Obecná rovnice kru�nice je 0647755 22 =−+−+ yxyx , její střed je







 −=

10
7 ;

10
7S  a poloměrem 

10
378 1=r .
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Příklad č. 9: Určete asymptoty hyperboly 011385494 22 =−+−− yxxy  a vzdálenost bodu
( )5 ;3D =  od obou asymptot.

Ře�ení: Asymptoty mají rovnice 0723 =+− yx  a 01123 =++ yx a vzdálenosti jsou

13
136=v  a 

13
1330=′v .

Příklad č. 10: Vypočítejte vzdálenost ohniska ku�elosečky 01276416549 22 =−+−− yyxx  od
přímky AB=p , jestli�e ( ) ( )7 ;3B ,1 ;1A == . Určete charakteristické prvky
ku�elosečky.

Ře�ení: Jedná se tedy o hyperbolu s hlavní osou rovnobě�nou s osou x, velikost hlavní
poloosy 4=a , vedlej�í 3=b , excentricita 5=e , střed ( )2 ;3S = , ohniska

( )2 ;2F1 −=  a ( )2 ;8F2 = . Rovnice asymptot jsou 0143 =−− yx  a
01743 =−+ yx . Vzdálenost přímky p od ohniska 1F  je 10=v a vzdálenost

přímky p od ohniska 2F  je 102=v .

Příklad č. 11: Hlavními vrcholy ku�elosečky 06836894 22 =−+−− yxyx veďte přímky 1k  a

2k , které jsou kolmé k přímce 0543: =−+ yxp .
Ře�ení: Ku�elosečka je hyperbola se středem ( )2 ;1S = , hlavní poloosou 3=a , vedlej�í

poloosou 2=b  a s hlavní osou rovnobě�nou s osou x. Proto souřadnice vrcholu
jsou ( ) ( )2 ;2B ,2 ;4A −== . Rovnice hledaných kolmic jsou přímky

01034:1 =−− yxk  a 01434:2 =+− yxk .

Příklad č. 12: Vypočítejte souřadnice tě�i�tě trojúhelníka ABC, jestli�e
( ) ( ) ( )5 ;2C ,0 ;3B ,1 ;1A −===  a napi�te obecnou rovnici kru�nice (ne ve

středovém tvaru), která má střed v tě�i�ti a poloměr r je roven 
3
1 délky tě�nice

spu�těné s vrcholu C.

Ře�ení: Tě�i�tě má souřadnice 





= 2 ;

3
2T  a obecná rovnice kru�nice je

0295 1296 1432324324 22 =+−−+ yxyx .

Příklad č. 13: Napi�te obecnou rovnici paraboly (ne ve vrcholovém tvaru), která má hlavní osu
rovnobě�nou s osou y, vrcholem ( )2 ;1V = je otočena dolů a parametr je roven
vzdálenosti bodu ( )0 ;3 ;4Q = od roviny trojúhelníka ABC, kde

( ) ( ) ( )1 ;0 ;3C ,2 ;1 ;4B ,0 ;3 ;1A =−== .
Ře�ení: Vzdálenost bodu Q od roviny trojúhelníka ABC je 6=v  a obecná rovnice

paraboly je ( ) 01626462 2 =++−− xyx .


