
Diferenci�aln�� rovnice

Definice 1. Diferenci�aln�� rovnic�� �r�adu n naz�yv�ame rovnici tvaru

(1) y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1));

kde f je spojit�a funkce a y = y(x) je nezn�am�a funkce. �Re�sen��m naz�yv�ame libovolnou
funkci f(x) spl�nuj��c�� (1).

�Re�sen�� diferenci�aln�� rovnice (1) m�u�ze b�yt samoz�rejm�e v��ce. Nejjednodu�s�s��m
typem rovnice (1) je z�rejm�e y(n) = f(x). Je z�rejm�e, �ze tato rovnice m�a �re�sen�� tvaruR
(
R
(: : : (

R
f(x)dx) : : : )dx)dx; v n�em�z vystupuje n integra�cn��ch konstant c1; : : : ; cn

(objev�� se p�ri integraci).

Definice 2. Diferenci�aln�� rovnic�� 1. naz�yv�ame rovnici tvaru

(2) y0 = f(x; y);

kde f je spojit�a funkce a y = y(x) je nezn�am�a funkce. Po�c�ate�cn�� podm��nkou nazveme
podm��nku

(3) y(x0) = y0:

�Re�sen�� diferenci�aln�� rovnice lze ch�apat jako z�avislost dr�ahy y p�r��mo�car�eho po-
hybu y = y(x) v �case x. Po�c�ate�cn�� podm��nku (3) lze pak ch�apat tak, �ze poloha
pohybuj��c��ho se bodu v �case x0 odpov��d�a hodnot�e y0. Vznik�a ot�azka, zda zad�an��
diferenci�aln�� rovnice 1. �r�adu (2) spolu spo�c�ate�cn�� podm��nkou (3) m�a v�zdy �re�sen�� a
zda toto �re�sen�� je jednozna�cn�e ur�ceno. Kladnou odpov�ed' (i kdy�z jen lok�aln�e) d�av�a
n�asleduj��c�� v�eta o existenci a jednozna�cnosti �re�sen��.

V�eta 1. Necht' funkce f(x; y) a jej�� parci�aln�� derivace @f(x;y)
@y

jsou spojit�e v

uzav�ren�e oblasti

G = f(x; y) 2 R2; jx� x0j � a; jy � y0j � bg;

p�ri�cem�z

jf(x; y)j �M;

����@f(x; y)@y

���� � K 8(x; y) 2 G:

Pak diferenci�aln�� rovnice y0 = f(x; y) m�a pr�av�e jednoo �re�sen�� de�novan�e pro x 2

x0 �minfa; b

M
g; x0 +minfa; b

M
g
�
, kter�e vyhovuje po�c�ate�cn�� podm��nce y(x0) = y0:

N�ekter�e speci�aln�� p�r��pady DR 1. �r�adu

(a) y0 = g(x)h(y) je rovnice se separovan�ymi prom�enn�ymi (f(x; y) v (2) je tvaru
g(x)h(y))

(b) y0 = g( y
x
) je tzv. homogenn�� rovnice. Transformac�� u = y

x
ji lze p�rev�est na

p�redchoz�� typ
(c) y0 = a(x)y + b(x) je tzv. line�arn�� rovnice.
(d) y0 = a(x)y + b(x)yr pro r 6= 0; 1 je tzv. Bernoulliova rovnice. P�r��pad r = 0

je rovnice line�arn��, p�r��pad r = 1 je rovnice se separovan�ymi prom�enn�ymi.
(e) g(x; y)dx + h(x; y)dy = 0, kde @g

@y
= @h

@x
je tzv. rovnice exaktn��. Takov�a

rovnice je vlastn�e tvaru df(x; y) = 0, p�ri�cem�z @g
@y

= @2f
@x@y

= @h
@x

a obecn�e �re�sen�� je

pak tvaru f(x; y) = c.
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Line�arn�� DR 1. �r�adu

Uva�zujme k line�arn�� DR rovnici

(1) y0 = a(x)y + b(x)

tzv. homogenn�� nebo zhomogenizovanou rovnici

(2) y0 = a(x)y;

kter�a je rovnic�� se separovan�ymi prom�enn�ymi. �Re�sen�� prov�ad��me ve dvou etap�ach

(a) �re�sen�� zhomogenizovan�e rovnice
(b) variace konstanty

Prvn�� krok a jeho souvislost s nalezen��m �upln�eho �re�sen�� d�av�a n�asleduj��c�� tvrzen��

Tvrzen�� 1. V�sechna �re�sen�� rovnice (1) dostaneme jako sou�cet jednoho, tzv.
partikul�arn��ho �re�sen�� yp(x) rovnice (1) a v�sech �re�sen�� homogenn�� rovnice (2). V�sechna
�re�sen�� homogenn�� rovnice (2) tvo�r�� vektorov�y prostor, kter�y je podprostorem vek-
torov�eho prostoru v�sech spojit�ych funkc�� na n�ejak�em okol�� n�ejak�eho bodu x0 (v n�em�z
by se uva�zovala po�c�ate�cn�� podm��nka).

Nejprve se vy�re�s�� odpov��daj��c�� zhomogenizovan�a rovnice. Je-li yh(x) jedno z
�re�sen�� t�eto rovnice, pak �re�sen�� p�uvodn�� rovnice se hledaj�� ve tvaru y(x) = c(x)�yh(x)
pro nezn�amou funkci c(x) pomoc�� tzv. metody variace konstanty.

Dosazen��m do p�uvodn�� rovnice m�ame c0(x)yh(x)+c(x)y0h(x) = a(x)c(x)yh(x)+

b(x). Proto�ze yh(x) je �re�sen��m homogenn�� rovnice y0 = a(x)y, je c0(x) = b(x)
yh(x)

a

odtud

(3) c(x) =

Z
b(x)

yh(x)
dx:

P�r��klad 1. Ur�cete obecn�e �re�sen�� diferenci�aln�� rovnice y0 = xy + xex
2

.

�Re�sen��: a) zhomogenizovan�a rovnice je tvaru y0 = xy, co�z je rovnice se sepa-

rovan�ymi prom�enn�ymi. M�ame dy
dx

= xy ) dy
y

= xdx. Integrac�� dostaneme
R

dy
y

=R
xdx, tedy lnjyj = x2

2 + c. Tedy jyj = elnjyj = e
x
2

2
+c = k � e

x
2

2 , kde k > 0 je

libovoln�a kladn�a konstanta. Zru�sen��m absolutn�� hodnoty m�ame y = c � e
x
2

2 , kde c
je ji�z libovoln�a konstanta. Dle p�redchoz��ho zna�cen�� m�ame jedno homogenn�� �re�sen��

yh(x) = e
x
2

2 .

b) variace konstanty: Dosazen��m do (3) m�ame c(x) =
R

xex
2

e
x2

2

dx =
R
xe

x
2

2 .

Volbou substituce t = x2 m�ame dt = 2xdx a
R
xe

x
2

2 dx =
R

1
2e

1

2
tdt = e

1

2
t + c =

e
x
2

2 + c. Odtud y(x) = c(x)yh(x) = (e
x
2

2 + c)e
x
2

2 = ex
2

+ ce
x
2

2 .
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Line�arn�� DR �r�adu n s konstantn��mi koe�cienty

Definice 3. Diferenci�aln�� rovnic�� �r�adu n s konstantn��mi koe�cienty nazveme

(4) Ln(y) = y(n) + an�1y
(n�1) + an�2y

(n�2) + � � �+ a2y
(2) + a1y

0 + a0y = f(x);

kde a0; a1; : : : ; an�1 2 R. Je-li f(x) = 0, hovo�r��me o zhomogenizovan�e rovnici (4)
nebo o homogenn�� rovnici asociovanou s rovnic�� (4). Je tedy tvaru

(5) y(n) + an�1y
(n�1) + an�2y

(n�2) + � � �+ a2y
(2) + a1y

0 + a0y = 0:

Po�c�ate�cn��mi podm��nkami nazveme sadu n podm��nek

(6) y(x0) = 0; y0(x0) = y1; : : : ; y
(n�1)(x0) = 0;

kter�e mus�� rovnice (5) splnovat.

Podobn�e jako u line�arn�� diferenci�aln�� rovnice 1. �r�adu plat�� n�asleduj��c�� tvrzen��
ud�avaj��c�� vztah mezi v�semi �re�sen��mi rovnice (4) a �re�sen��mi k n�� asociovan�e ho-
mogenn�� rovnice (5) spolu s line�arn�� strukturou v�sech �re�sen�� (5).

Tvrzen�� 2. V�sechna �re�sen�� rovnice (4) dostaneme jako sou�cet jednoho, tzv.
partikul�arn��ho �re�sen�� yp(x) rovnice (4) a v�sech �re�sen�� zhomogenizovan�e rovnice (5).
V�sechna �re�sen�� zhomogenizovan�e rovnice (5) tvo�r�� vektorov�y prostor dimense n,
kter�y je podprostorem vektorov�eho prostoru v�sech spojit�ych funkc�� na n�ejak�em okol��
n�ejak�eho bodu x0, v n�em�z se uva�zuje sada po�c�ate�cn��ch podm��nek (6).

Definice 4. B�aze podprostoru v�sech �re�sen�� rovnice (5) se naz�yv�a fundament�aln��
szst�em �re�sen��.

N�asleduj��c�� v�eta d�av�a fundament�aln�� syst�em �re�sen�� rovnice (4). D�ukaz je tech-
nick�y a proto ho neuv�ad��me. P�red jej�� formulac�� uvedeme charakteristickou rovnici
asociovanou s (homogenn��) diferenci�aln�� rovnici diskutovan�eho typu.

Definice 5. Algebraickou rovnici

(7) �n + an�1�
n�) + an�2�

n�2 + � � �+ a2�
2 + a1�

1 + a0� = 0

nazveme charakteristickou rovnic�� asociovanou s (homogenn��) diferenci�aln�� rovnic��
(5).

V�eta 2. Fundament�aln�� syst�em �re�sen�� rovnice (5) je tvo�ren �re�sen��mi odpov��daj��c��mi
jednotliv�ym ko�ren�um (7) n�asledovn�e.

(a) je-li � k-n�asobn�y re�aln�y ko�ren, pak mu p�r��slu�s�� k bazick�ych (fundament�aln��ch)
�re�sen��

(8) e�x; xe�x; : : : ; xk�1e�x:

(b) je-li � = � + i� k-n�asobn�a dvojice komplexn�e sdru�zen�ych ko�ren�u, pak j��
p�r��slu�s�� 2k bazick�ych (fundament�aln��ch) �re�sen��
(9)
e�xcos�x; e�xsin�x; xe�xcos�x; xe�xsin�x; : : : ; xk�1e�xcos�x; xk�1e�xsin�x:
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Eulerovy vzorce

e(a+ib)x = eax(cos bx+ i sin bx)

cos bx =
eibx + e�ibx

2
; sin bx =

eibx � e�ibx

2i

Metoda neur�cir�ych koe�cient�u pro speci�aln�� pravou stranu

Necht'

(10) f(x) = Pm(x)e
ax cos bx nebo f(x) = Pm(x)e

ax sin bx;

kde Pm(x) je polynom stupn�em. Necht' k je n�asobnost �c��sla a+ib v charakteristick�e
rovnici (5). Pak partikul�arn�� �re�sen�� yp(x) je tvaru

(11) xkeax � (Qm;1(x) cos bx+Qm;2(x) sin bx);

kde Qm;1(x); Qm;2(x) jsou nezn�am�e polynomy stupn�e m.

Je-li prav�a strana f(x) = Pm(x)e
ax, pak b = 0 a (11) p�rejde na

(12) yp(x) = xkeax �Qm(x):

Na prav�e stran�e m�u�ze b�yt i libovoln�a line�arn�� kombinace v�yraz�u tvaru (10).
Plat�� toti�z tzv. princip superpozice dan�y n�asleduj��c�� v�etou.

V�eta 3. Necht' y1(x) je �re�sen�� Ln(y) = f1(x) a y2(x) je �re�sen�� Ln(y) = f2(x).
Pak c1 � y1(x) + c2 � y2(x) je �re�sen�� rovnice Ln(y) = c1 � f1(x) + c2 � f2(x).

P�r��klad 2. Najd�ete obecn�e �re�sen�� diferenci�aln�� rovnice

y00 + 4y = cos2x+ x:

Homogenn�� rovnice asociovan�a k zadan�e m�a tvar y00 + 4y = 0 a j�� odpov��daj��c��
charakteristick�a rovnice tvar �2 + 4� = 0. Fundament�aln�� syst�em �re�sen�� je tvaru
cos 2x a sin 2x (a = 0; b = 2). Line�arn�� kombinace z n�eho vztvo�ren�e vyjad�ruj�� obecn�e
�re�sen�� homogenn�� rovnice, kter�e je tvaru c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Partikul�arn�� �re�sen�� yp;1 p�r��slu�sej��c�� prvn��mu v�yrazu cos 2x na prav�e starn�e je
tvaru (11). N�asobnost k se stanov�� jako n�asobnost �c��sla 2i, v charakteristick�e rovnici,
nebot' cos 2x je re�alnou slo�zkou �c��sla e0+2i = e2i (v p�r��pad�e sin 2x by se jednalo
o imagin�arn�� slo�zku z e2i). Tedy k = 1. D�ale m = 0 (cos 2x je napravo jen v
konstantn��m n�asobku) a tedy yp;1 = x1e0x(c1 cos 2x + c2 sin 2x) = x(c1 cos 2x +
c2 sin 2x) pro nezn�am�e konstanty c1; c2.

Druh�a �c�ast partikul�arn��ho �re�sen�� yp;2 je tvaru d1x + d2 (zde m = 1, k = 0,
nebot' a = 0 a 0 nen�� ko�ren charakteristick�e rovnice. Tedy celkov�e partikul�arn��
�re�sen�� hled�ame ve tvaru

yp = yp;1 + yp;2 = x(c1 cos 2x+ c2 sin 2x) + d1x+ d2

V tomto tvaru yp dvakr�at derivujeme, dosad��me do zad�an�� a srovn�an��m koe�cient�u
u �clen�u cos 2x; sin 2x; x; 1 vzpo�cteme nezn�am�e konstanty.
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Syst�em line�arn��ch diferenci�aln��ch rovnic 1. �r�adu

Lze jej zapsat ve vektorov�em tvaru

(13) ~y0 = A(x)~y +~b(x)

spolu s po�c�ate�cn�� podm��nkou (op�et ve vektorov�em tvaru)

(14) ~y(x0) = ~y0

V�eta 4. Necht' A(x), b(x) jsou spojit�e na intervalu I. Pak m�a probl�em (13) s
po�c�ate�cn�� podm��nkou (14) pr�av�e jedno �re�sen��, kter�e existuje na cel�em I. Toto �re�sen��
je limitou tzv. Picardovy posloupnosti postupn�ych aproximac��

'0(x) = 0; 'k+1(x) = y0 +

Z x

x0

[A(s)'k(x) + b(s)]ds; k = 0; 1; : : :

LDR �r�adu n je fakticky syst�em line�arn��ch rovnic 1. �r�adu tvaru

y01 = y2

y02 = y3

: : : : : :

y0n�1 = yn

y0n = �a0(x)y1 � a1y2 � � � � � an�1yn + f(x)

(je y1 = y; y2 = y0; : : : yn = y(n�1)).

V�eta 5. (Princip superpozice) Jsou-li ~y1; ~y2 �re�sen��mi syst�em�u rovnic ~y0 =

A(x)~y +~bi(x) pro i = 1; 2 a c1; c2 libovoln�e konstanty, pak funkce ~y(x) = c1~y1(x) +

c2~y2(x) je �re�sen��m syst�emu ~y0 = A(x)~y + c1~b1(x) + c2~y2(x).

Ka�zd�e �re�sen�� uva�zovan�eho syst�emu LDR 1. �r�adu je sou�ctem jednoho tzv. par-
tikul�arn��ho �re�sen�� ~yp(x) a v�sech homogenn��ch. Ta tvo�r�� vektorov�y prostor dimense
n, jeho�z b�aze se naz�yv�a fundament�aln�� syst�em �re�sen�� (fundament�aln�� matice). Fakt,
�ze dimense prostoru homogenn��ch �re�sen�� je rovna n plyne z n�asleduj��c�� Jacobiho
formule. Determinant fundament�aln�� matice naz�yv�ame wronski�an.

V�eta 6. Bud' Y (x) �re�sen�� syst�emu ~y0 = A(x)~y +~b(x). Pak plat��

detY (x) = detY (x0) = e
R
x

x0
TrA(s)ds

;

kde TrA = a11 + a22 + � � �+ ann.

Vektorov�a pole

Definice 6. Vektorov�ym polem hladkosti Cr na otev�ren�e mno�zin�e M � R
n

nazveme hladk�e zobrazen�� t�r��dy Cr(m) p�ri�razuj��c�� ka�zd�emu bodu x 2 M vektor
~X(x) = Xi(x) @

@xi
, p�ri�cem�z hladkost�� �r�adu r na M budeme rozum�et hladkost �r�adu

r sou�radnicov�ych funkc�� Xi(x).

Nzn�� zavedeme dva d�ule�zit�e pojmy v�a�z��c�� se k pojmu vektorov�eho pole.
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Definice 7. Integr�aln�� k�rivkou (t) vektorov�eho pole X nazveme k�rivku (t)
na M takovou, �ze 0(t) = X((t)).

Rovnost v posledn�� de�nici je z�rejm�e syst�emem diferenci�aln��ch rovnic s nez�avislou
prom�ennou t (co�z je parametr integr�aln�� k�rivky hraj��c�� roli �casu) a funkcemi xi(t)
(prostorov�ymi sou�radnicemi). Pak lze jednotliv�e slo�zky vektorov�eho pole Xi(x)
ch�apat jako slo�zky rychlost�� v m��st�e x = x(t) uva�zovan�eho pohybu.

N�asleduj��c�� v�eta zaru�cuje lok�aln�e existenci integr�aln�� k�rivky vzhledem k dan�emu
vektorov�emu poli a umo�z�nuje zav�est pojem toku vektorov�eho pole.

V�eta 7. Necht' X je vektorov�e pole na M a x 2 M . Pak existuje integr�aln��
k�rivka x : Ix ! M spl�nuj��c�� x(0) = x vektorov�eho pole X pro n�ejak�y interval
Ix obsahuj��c�� 0. Je-li Ix maxim�aln�� interval uveden�e vlastnosti, je x ur�cena jed-
nozna�cn�e.

Pokud jde o fyzik�aln�� n�ahled, integr�aln�� k�rivky vektorov�eho pole E nebo B

intenzity elektrick�eho �ci magnetick�eho pole odpov��daj�� silo�car�am t�echto pol��. Zna�c��-
li-li pole X pole rychlost�� proud��c�� kapaliny, jedn�a se o tzv. proudnice.

Definice 8. Tokem vektorov�eho pole nazveme hladk�e zobrazen�� FlX : [x2MIx�
fxg ! M takov�e, �ze FlXt (x) = FlX(t; x) = x(t), kde x : Ix ! M je integr�aln��
k�rivka z p�redchoz�� v�ety de�novan�a na maxim�aln��m intervalu Ix.

Tok vektorov�eho pole lze rovn�e�z uva�zovat jako zobrazen�� FlXx : M ! M . Pro

v�sechna x 2M spl�nuje vlastnosti FlX(0; x) = x a FlX(t+ s; x) = FlX(t;FlX(s; x)),
p�ri�cem�z posledn�� vztah plat�� v n�asleduj��c��m smyslu. Existuje-li prav�a strana, exis-
tuje i lev�a a plat�� rovnost. Naopak, existuje-li lev�a strana a bud' ob�e t; s jsou kladn�a
nebo z�aporn�a, pak existuje i prav�a strana a op�et plat�� rovnost.

Vrat'me se k integr�aln��m k�rivk�am. P�ripome�nme, �ze jejich nalezen�� vzhledem k
dan�emu vektorov�emu poli je �uloha na syst�em diferenci�aln��ch rovnic 1. �r�adu. K�rivku
v�sak m�u�zeme ch�apat jen jako trajektorii (�c�aru), ne nutn�e jako pohyb ve smyslu
polohy jako funkce �casu (parametru). Pokud jde o dotyk vektorov�eho pole, lze pak
de�novat dva typy dotyk�u.

Definice 9. �Rekneme, �ze vektorov�e pole je te�cn�e ke k�rivce (t), je-li jej�� in-
tegr�aln�� k�rivkou, tzn. 0(t) = X((t)). �Rekneme, �ze vektorov�e pole se dot�yk�a k�rivky
(t), existuje-li parametrizace �(s) ur�cuj��c�� stejnou trajektorii jako (t) takov�a, �ze
k�rivka � = �(s) je integr�aln�� k�rivkou pole X.

Pokud jde o nalezen�� integr�aln��ch k�rivek (t) = (x(t); y(t)) k rovinn�emu vek-
torov�emu poli X(x; y) @

@x
+ Y (x; y) @

@y
, m�ame syst�em diferenci�aln��ch rovnic

(14) x0(t) = X(x(t); y(t)); y0(t) = Y (x(t); y(t)):

Pokud se zaj��m�ame jen o k�rivky ve smyslu trajektori��, jich�z se uva�zovan�e vektorov�e
pole dot�yk�a, pak lze zvolit parametrizaci trajektorie integr�aln�� k�rivky tvaru x(t) = t,
z �ceho�z vypl�yv�a x0(t) = 1 a y0(t) = y0(x) � x0(t) = y0(x). Odtud pak m�ame

(16) y0(x) =
Y (x; y)

X(x; y)
:
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Tuto rovnici lze t�e�z ps�at ve tvaru

(17) Y (x; y)dx�X(x; y)dy = 0;

ch�apeme-li derivaci y0(x) v diferenci�aln��m tvaru dy
dx
.

Ortogon�aln�� trajektorie

Definice 10. Syst�emem ortogon�aln��ch trajektori�� (�(t))i k syst�emu trjektori��
((s))j nazveme syst�em trajektori�� takov�y, �ze libovoln�a dvojice trajektori�� vybran�a z
obou syst�em�u se prot��n�a pod prav�ym �uhlem.

Fyzik�aln�� v�yznam ortogon�aln��ch trajektori�� jsou hladiny potenci�alu dvourozm�ern�eho
pole uva�zovan�e vzhledem k syst�emu trajektori�� silo�car. Vzhledem k (17) je difer-
enci�aln�� rovnice pro syst�em ortogon�aln��ch trajektori�� tvaru

(17) X(x; y)dx+ Y (x; y)dy = 0;
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