
Polynomy

Definice 1. Komplexn��m (re�aln�ym) polynomem stupn�e n rozum��me v�yraz tvaru

Pn(x) = anx
n + an�1xn�1 + � � �+ a2x

2 + a1x+ a0;

kde an 6= 0 a a0; : : : ; an jsou komplexn�� (re�aln�a) �c��sla. Ko�renem polynomu Pn(x)
rozum��me �c��slo c takov�e, �ze dosad��me-li do v�yrazu Pn(x) za x �c��slo c, dostaneme 0.
P���seme st(Pn) = n.

P�r��pad n = 0 odpov��d�a komplexn��m (re�aln�ym) �c��sl�um (hovo�r��me t�e�z o kon-
stantn��ch polynomech), p�r��pad n = 1 odpov��d�a line�arn��m dvoj�clen�um ax + b a
p�r��pad n = 2 odpov��d�a kvadratick�ym troj�clen�um ax2 + bx+ c.

V�eta 1. Necht' f(x) je libovoln�y polynom a g(x) nekonstantn�� polynom. Pak
existuje pr�av�e jedna dvojice polynom�u p(x) (tzv. �c�aste�cn�y pod��l) a r(x) (tzv. zbytek),
p�ri�cem�z st(r) < st(g) spl�nuj��c��

(1) f(x) = p(x) � g(x) + r(x):

Jsou-li nav��c f(x) a g(x) re�aln�e polynomy, pak i p(x) a r(x) jsou re�aln�e polynomy.

Rovnost (1) lze t�e�z ps�at ve tvaru

(2)
f(x)

g(x)
= p(x) +

r(x)

g(x)
;

kter�a n�azoren�eji vyjad�ruje, �ze se jedn�a o d�elen�� se zbytkem. P�redpoklad st(r) < st(g)
je velmi podstatn�y.

D�ukaz lze form�aln�e prov�est indukc��, ale je v podstat�e z z�rejm�y z procedury v
p�r��klad�e, kdy�z v ka�zd�em kroku eliminujeme nejvy�s�s�� mocninu tak dlouho dokud
nedojdeme ke stupni ni�z�s��mu ne�z stupe�n d�elitele.

P�r��klad 1. x5 + x+ 1 : (x2 + 1) = x3 � x+ 2x
x2+1

�(x5 + x3)

�x3 + x+ 1
�(�x3 � x)

2x+ 1

D�usledek 1. �C��slo c je ko�renem polynomu f(x) pr�av�e kdy�z (x � c) d�el�� f(x)
beze zbytku.

D�ukaz:) Z p�redchoz�� v�ety o d�elen�� se zbytkem m�ame f(x) = p(x)�(x�c)+q(x),
kde r(x) mus�� b�yt konstantn�� polynom (st(r) < st(g)). Dosazen��m c za x m�ame
0 = p(x) � 0 + r(x) a tedy r(x) = r = 0.

( Naopak, necht' r = 0. Pak f(x) = (x� c) � p(x) a z�rejm�e f(c) = 0. �

Na z�aklad�e tohoto D�usledku de�nujeme pojem n�asobnosti ko�rene

Definice 2. �Rekneme, �ze komplexn�� (a tedy i re�aln�e) �c��slo c je k-n�asobn�ym
ko�renem polynomu f(x) pr�av�e kdy�z (x� c)k d�el�� f(x) beze zbytku a k je maxim�aln��
p�rirozen�e �c��slo s touto vlastnost��. Nen��-li c ko�renem f(x), �r��k�ame, �ze c m�a n�asobnost
rovnou nule.

P�r��klad 2. Ur�cete n�asobnost v�sech ko�ren�u polynomu f(x) = x3 + x2 � x� 1.
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Polynom uprav��me na tvar f(x) = x2(x + 1) � x � 1 = x2(x + 1) � (x + 1) =
(x+ 1)(x2 � 1) = (x+ 1)(x+ 1)(x� 1) = (x+ 1)2(x� 1). Vid��me, �ze polynom m�a
ko�ren �1 n�asobnosti 2 a ko�ren 1 n�asobnosti 1.

Z�akladn�� v�eta algebry

V�eta 2. Ka�zd�y nekonstantn�� polynom m�a alespo�n jeden komplexn�� ko�ren.

Poznamenejme, �ze re�aln�e ko�reny nemus�� ani u re�aln�ych polynom�u existovat.
Nap�r��klad re�aln�e kvadratick�e polynomy se z�aporn�ym didkriminantem nemaj�� re�aln�y
ko�ren. Na z�aklad�e p�redchoz��ch �uvah o ko�renech a jim odpov��daj��c��ch d�elitel�u tvaru
(x� c) dost�av�ame jinou formulaci z�akladn�� v�ety algebry.

V�eta 3. Sou�cet n�asobnost�� jednotliv�ych komplexn��ch ko�ren�u je rovn�y stupni
polynomu.

Ze Z�akladn�� v�ety algebry a D�usledku 1 plyne v�eta, kter�a �r��k�a, �ze polynom lze
nad oborem komplexn��ch �c��sel rozlo�zit (a to jednozna�cn�e a�z na po�rad�� �cinitel�u) na
sou�cin jednoduch�ych faktor�u.

V�eta 4. Polynom Pn(x) stupn�e n lze nad oborem C rozlo�zit jednozna�cn�e a�z na
po�rad�� �cinitel�u na tvar

(3) Pn(x) = an(x� x1)
�1 � : : : (x� xk)

�k ;

kde an je koe�cient u xn a x1; : : : ; xk jsou komplexn�� ko�reny s n�asobnostmi �1; : : : ; �k.

Pon�ekud slo�zit�ej�s�� situace nastane, zaj��m�ame-li se o re�aln�e ko�reny a rozklady
nad oborem R re�aln�ych �c��sel (samoz�rejm�e re�aln�ych polynom�u), jinak bychom asi
t�e�zko n�eco rozumn�eho mohli formulovat. Nejprve si p�ripome�nme, �ze komplexn��
�c��sla a+ ib a a� ib naz�yv�ame komplexn�e sdru�zen�ymi (poznamenejme, �ze i =

p�1
je imagin�arn�� jednotka. Plat�� (x � (a + ib))(x � (a � ib)) = (x � a)2 � i2b2 =
(x � a)2 + b2, tedy evidentn�e nad R nerozlo�ziteln�y kvadratick�y polynom (sou�cet
�ctverc�u). V�simn�em�e si n�asleduj��c�� vlastnosti re�aln�ych polynom�u.

V�eta 5. Je-li a + ib ko�ren re�aln�eho polynomu f(x), je i komplexn�e sdru�zen�e
�c��slo a� ib jeho ko�renem.

D�ukaz: Tvrzen�� bude dok�az�ano, uk�a�zeme-li, �ze kvdaratick�y polynom (x� (a+
ib))(x � (a � ib)) d�el�� polynom f(x) beze zbytku. Podle v�ety o d�elen�� se zbytkem
m�ame zaru�cenu existenci re�aln�ych polynom�u p(x) a r(x) (dokonce jednozna�cn�e)
takovou, �ze

(4) f(x) = p(x) � (x� (a+ ib))(x� (a� ib)) + cx+ d;

nebot' (x� (a+ ib))(x� (a� ib)) je re�aln�y. Mus�� tedy b�yt i c; d re�aln�a. Dosazen��m
a+ibm�ame 0 = f(a+ib) = 0+c(a+ib)+d, z �ceho�z vypl�yv�a srovn�an��m imagin�arn��ch
slo�zek, �ze c = 0 a odtud pak i d = 0. Uveden�y kvadratick�y polynom tedy f(x) d�el��
beze zbytku, co�z jsme cht�eli dok�azat. �

D�usledek 2. Ka�zd�y re�aln�y polynom lze nad oborem R rozlo�zit jednozna�cn�e
a�z na po�rad�� �cinitel�u na sou�cin line�arn��ch a kvadratick�ych, nad R nerozlo�ziteln�ych
kvadratick�ych polynom�u (tzn. se z�aporn�ym diskriminantem). Je-li f(x) stupn�e n,
pak tento rozklad je tvaru

(5) f(x) = an(x�x1)
�1 � � � � � (x�xk)

�k � (x2+p1x+ q1)
�1 � � � � : : : (x2+plx+ ql)

�l ;
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kde x1; : : : ; xk jsou re�aln�e ko�reny n�asobnost�� �1; : : : ; �k a kvadratick�e polynomy
odpov��daj�� dvojic��m komplexn�e sdru�zen�ych ko�ren�u a1 + ib1; : : : ; al + ibl n�asobnost��
�1; : : : ; �l, p�ri�cem�z �1 + � � �+ �k + 2�1 + � � �+ 2�l = n.

P�r��klad 3. Rozlo�zte nad obory C a Rpolynom x4 + 1.

Plat�� x4 + 1 = (x2 + 1)2 � 2x2 = (x2 + 1 � x
p
2)(x2 + 1 + x

p
2), co�z je �upln�y

rozklad nad R. Je toti�z x4 + 1 kladn�y sou�cet �ctverc�u a tud���z rer�aln�y ko�ren nem�u�ze
existovat. Pokud jde o rozklad nad C, vy�re�s��me v rozkladu vystupuj��c�� kvadratick�e

polynomy (se z�aporn�ymi diskriminanty) a dostaneme x1;2;3;4 =
�
p
2�i

p
2

2 , kde kom-
binace znam�enek m�u�ze b�yt libovoln�a. Rozklad nad C je pak tvaru (x � x1)(x �
x2)(x� x3)(x� x4) (zde an = a4 = 1).

Racion�aln�� funkce

Definice 3. Racion�aln�� nebo lomenou funkc�� nazveme pod��l polynom�u Pm(x)
Qn(x)

stup�n�u m a n. Je-li m < n, hovo�r��me o ryz�� racion�aln�� funkci nebo o ryze lomen�e
racion�aln�� funkci.

Je-li m � n, pak lze prov�est d�elen�� se zbytkem, Pm(x)
Qn(x)

tedy uprav��me na tvar

p(x) + r(x)
g(x) , kde posledn�� racion�aln�� funkce je ji�z ryz��.

V�eta 6. Necht' f(x) = Pm(x)
Qn(x)

je ryz�� racion�aln�� funkce, p�ri�cem�z jej�� �upln�y

rozkladov�y tvar nad R je

an(x� x1)
�1 � � � � � (x� xk)

�k � (x2 + p1x+ q1)
�1 � � � � � (x2 + plx+ ql)

�l ;

kde x1; : : : ; xk jsou re�aln�e ko�reny n�asobnost�� �1; : : : ; �k a kvadratick�e polynomy
odpov��daj�� dvojic��m komplexn�e sdru�zen�ych ko�ren�u a1 + ib1; : : : ; al + ibl n�asobnost��
�1; : : : ; �l, p�ri�cem�z �1 + � � �+ �k + 2�1 + � � �+ 2�l = n.

Pak f(x) je sou�ctem �1 + � � � + �k parci�aln��ch zlomk�u 1. typu a �1 + � � � + �l
parci�aln��ch zlomk�u 2. typu, kde �-n�asobn�emu re�aln�emu ko�renu c odpov��d�a sou�cet �
parci�aln��ch zlomk�u 1. typu tvaru

(6)
a1

x� c
+

a2

(x� c)2
+ � � �+ a�

(x� c)�

a �-n�asobn�emu kvadratick�emu faktoru se z�aporn�ym diskriminantem x2 + px + q

sou�cet � parci�aln��ch zlomk�u 2. typu tvaru

(7)
A1x+B1

x2 + px+ q
+

A2x+B1

(x2 + px+ q)2
+ � � �+ A�x+B�

(x2 + px+ q)�
:

P�r��klad 4. Rozlo�zte na parci�aln�� zlomky racion�aln�� funkci f(x) = x3+1
x3�1 .

Z�rejm�e x3+1
x3�1 nen�� racion�aln��. Po proveden�� d�elen�� se zbytkem m�ame x3+1

x3�1 =

1+2 1
x3�1 , kde

1
x3�1 je ji�z ryze lomen�a. Tu lze rozlo�zit na parci�aln�� zlomky. Proto�ze

x3 � 1 m�a �upln�y rozklad nad R tvaru (x� 1) � (x2 + x+ 1), lze 1
x3�1 ps�at ve tvaru

1

x3 � 1
=

1

(x� 1) � (x2 + x+ 1)
=

a

x� 1
+

Ax+B

x2 + x+ 1
:

Vyn�asoben��m spole�cn�ym jmenovatelem m�ame 1 = a �(x2+x+1)+(Ax+B) �(x�1):
Dosazen��m libovoln�ych t�r�� �c��sel za x nebo pomoc�� srovn�av�an�� koe�cient�u u stejn�ych
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mocnim m�ame: Dosazen��m x = 1 dostaneme 1 = 3a a srovn�an��m koe�cient�u u x2

a x m�ame 0 = a + A a 0 = a + A � B. Tedy a = 1
3 , A = � 1

3 a B = 0. Celkem

f(x) = 1 + 2
3(x�1) � 2

3(x2+x+1) :
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