
Vektorové podprostory

Definice 1. Necht’ V je vektorový prostor a W ⊆ V neprázdná podmnožina.
Řekneme, že W je vektorový podprostor vektorového prostoru V , jestlǐze splňuje

(i) je-li �u,�v ∈ W , pak i �u + �v ∈ W∀�u,�v ∈ W
(ii) je-li �u ∈ W , je i c · �u ∈ W∀�u ∈ W a c ∈ R.

Vektorové podprostory v Rn jsou právě př́ımky, roviny a ,,podprostory” vyšš́ıch
dimenźı procházej́ıćı počátkem. Vezmeme-li např. uzavřený jednotkový kruh v R2,
nejedná se o vektorový podprostor, nebot’ součet vektor̊u (1, 0) a (0, 1) rovný vek-
toru (1, 1) nemá konec v jednotkovém kruhu, přestože oba vektory ano. Podobně
polopř́ımka neńı podprostorem, nebot’ je porušena druhá podmı́nka definice, vezme-
me-li za c záporné č́ıslo.

Definujme nyńı tzv. lineárńı obal podmnožiny M ⊆ V vektorového prostoru V .

Definice 2. Lineárńım obalem podmnožiny M ⊆ V vektorového prostoru V
nazveme množinu všech lineárńıch kombinaćı vektor̊u z M , tedy

L(M) = {c1�v1 + . . . , cn�vn;�v1, . . . , �vn ∈ M, c1, . . . , cn ∈ R} .

Velice snadno se dokáže, že L(M) je vektorový podprostor ve V . Pomomoćı
daľśıho pojmu báze se pak ukáže, že všechny vektorové podprostory v konečně-
dimensionálńıch prostorech jsou tvaru L(M) pro nějakou konečnou podmnožinu
M ⊆ V .

Př́ıklady: Necht’ V = Rn.
(a) L(∅) =

{
�0
}

(b) L{�u} je př́ımka procházej́ıćı počátkem, jej́ıž směrový vektor je �u.
(c) L{�u,�v} je pro lineárně nezávislé vektory �u,�v rovina procházej́ıćı počátkem

se směrovými vektory �u,�v, v opačné př́ıpadě př́ımka procházej́ıćı počátkem se
směrovým vektorem �u (nebo �v).

Nyńı se dostaneme k pojmu báze vektorového prostoru.

Definice 3. Pouslopnost vektor̊u (�u1, . . . , �un) vektorového prostoru V se nazývá
jeho baźı, je-li

(a) lineárně nezávislá
(b) přidáńım libovolného daľśıho vektoru jǐz vznikne lineárně závislá posloup-

nost.

Lze tedy konstatovat, že báze vektorového prostoru je jeho maximálńı lineárně
nezávislou posloupnost́ı. Poznamenejme, že posloupnopst vystupuj́ıćı v roli báze
může být i nekonečná. V př́ıpadě jej́ı konečnosti ř́ıkáme, že V má konečnou dimensi.
Je-li V konečné dimense, lze dokázat, že libovolné dvě báze maj́ı tentýž počet
vektor̊u (d̊ukaz je čistě technický a poněkud deľśı, proto neńı uváděn). Je tedy
korektńı definovat následuj́ıćı pojem.

Definice 4. Dimenśı konečně dimensionálńıho vektorového prostoru V nazýváme
počet prvk̊u v jeho bazi.

Př́ıklady:
(a) v prostoru Rn je nejjednodušš́ım př́ıkladem báze tzv. kanonická báze E

tvořená vektory �e1 = (1, 0, . . . , 0), �e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , �en = (0, 0, . . . , 0, 1).
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(b) v prostoru Cn nad tělesem reálných č́ısel je posloupnost vektor̊u �e1 =
(1, 0, . . . , 0), �e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , �en = (0, 0, . . . , 0, 1), �en+1 = (i, 0, . . . , 0), �en+2 =
(0, i, 0, . . . , 0), . . . , �e2n = (0, 0, . . . , 0, i) baźı. Je tedy uvažovaný prostor dimense 2n.

(c) v prostoru R3 je baźı např. posloupnost (1, 0, 1), (2, 1, 1), (3, 1, 1) (ověřte).

Definujme nyńı pojem souřadnic vektoru vzhledem k bázi vektorového prostoru.

Definice 5. Necht’ U = (�u1, . . . , �un) je báze vektorového prostoru V . Řekneme,
že vektor (x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n je vektorem souřadnic vektoru �u vzhledem k bázi U
(ṕı̌seme (�u)U = �x = (x1, x2, . . . , xn), jestlǐze �u = Σn

i=1xi�ui.

Př́ıklady:
(a) Je-li V = Rn a vezmeme-li kanonickou bazi E , pak pro libovolný vektor

�x = (x1, . . . , xn) je (�x)E = �x.
(b) Uvažujme bázi U = ((1, 0, 1), (2, 1, 1), (3, 1, 1)) prostoru R3 z bodu (c)

předchoźıho př́ıkladu a libovolný vektor �u = (u1, u2, u3). Pak (�u)U = (−u2 +
u3,−u1+2u2+u3, u1−u2−u3). Výsledek dostaneme řešeńım následuj́ıćıho systému
lineárńıch rovnic


1 2 3 |u1

0 1 1 |u2

1 1 1 |u3




Lineárńı zobrazeńı

Lineárńı zobrazeńı je vpodstatě zobrazeńı vektorových prostor̊u zachovávaj́ıćı
strukturu, tzn. lineárńı kombinace a lineárńı závislost (ne však lineárńı nezávislost!).
V podstatě se podprostory převáděj́ı na podprostory, např. roviny na roviny či
př́ımky nebo body apod. Dimense obrazu však neńı větš́ı než dimense zdrojového
prostoru, což je vidět třeba z toho, že lineárńı zobrazeńı můžou přǐrazovat nulový
vektor každému vektoru nebo alespoň nějakým vektor̊um a t́ım i celému jejich
lineárńımu obalu. Je-li však lineárńı zobrazeńı bijekćı (t.j. vzájemně jednoznačným
zobrazeńım), hovoř́ıme o lineárńım isomorfismu, který již lineárńı nezávislost za-
chovává a vpodstatě je jen přeznačeńım vektorového prostoru (samozřejmě za-
chovávaj́ıćım strukturu). Př́ıklady uvedeme po definici.

Definice 6. Zobrazeńı f : U → V vektorových prostor̊u se nazývá lineárńı,
jestlǐze zachovává lineárńı kombinace, tzn.

f(p · �u + q · �v) = p · �u + q · �v
pro libovolné vektory �u,�v ∈ U a libovolné skaláry p, q ∈ R. Lineárńı zobrazeńı
nazýváme isomorfismem, je-li vzájemně jednoznačné (bijektivńı).

Poznámka. Definičńı vztah lze nahradit ekvivalentně vztahem f(Σk
i=1pi ·�vi) =

Σk
i=1pi · f(�vi). Lineárńı zobrazeńı je tedy úplně zadáno hodnotami na bázových

vektorech s t́ım, že na ostatńı vektory se rozš́ı̌ŕı pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch lineárńıch
kombinaćı.

Př́ıklad. a) definujme f : R3 → R2 předpisem (x, y, z) �→ (x, y) nebo (x, y, z) �→
(x). V prvńım př́ıpadě jde o projekci trojrozměrného č́ıselného vektoru do roviny
(x, y), ve druhém o projekci do směru osy x. Lze to interpretovat tak, že vyč́ıslujeme
rovinnou či směrovou složku prostorového vektoru rychlosti �u = (x, y, z).
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b) f : R3 → R3 předpisem (x, y, z) �→ (x cos α− y sin α, y cosα + x sinα, z), kde
α je nějaký pevně zvolený úhel. Jedná se o otočeńı horizontálńı složky (rovinné v
rovině (x, y)) vektoru rychlosti o úhel α, zat́ımco vertikálńı (z-ová) složka z̊ustává.

Uvedený vztah plyne z následuj́ıćıho. Plat́ı x̃ = r cos(ϕ+α) a ỹ = r sin(ϕ+α).
Je však x̃ = r cos(ϕ + α) = r(cos ϕ cosα − sin ϕ sinα) = x cosα − y sinα a ỹ =
r sin(ϕ + α) = r(sin ϕ cos α + cosϕ sin α) = y cosα + x sin α.

c) Necht’ U = (�u1, . . . , �un) je báze vektorového prostoru V . Definujme zobrazeńı
f : U → Rn předpisem

�x �→ (�x)U .

Jedná se o lineárńı isomorfismus V → Rn (ověřte!).
Vzhledem k d̊uležitosti tohoto poznatku formulujme tuto větu samostatně.

Theorem 1. Necht’ V je vektorový prostor konečné dimense a U = (�u1, . . . , �un)
je libovolná jeho báze. Pak zobrazeńı f = fU : V → Rn definované předpisem

�x �→ (�x)U

je lineárńım isomorfismem vektorových prostor̊u V a R
n (tzv.souřadnicovým iso-

morfismem).

Poznámka. Tato věta vlastně ř́ıká, že všechny vektorové prostory stejné di-
mense jsou fakticky totéž až na značeńı, tedy lze je identifikovat s č́ıselnými vek-
torovými prostory R

n.
3



Matice přechodu

V př́ıkladě bezprostředně předcházej́ıćım paragraf ,,Lineárńı zobrazeńı” jsme
vyjadřovali vektory v r̊uzných baźıch. V mechanice tato potřeba nastane, máme-li
např. dva inerciálńı souřadné systémy a chceme napsat transformačńı rovnice mezi
nimi. Lze k tomu efektivně využ́ıt maticový aparát.

Definice 7. Řekneme, že matice A je matićı přechodu od báze U = (�u1, . . . , �un)
k bázi V = (�v1, . . . , �vn), jestlǐze j-tý sloupec matice A je tvořen vektorem souřadnic
(�uj vzhledem k bázi U , tedy Aj = (�uj)U , znač́ı-li Aj j-tý sloupec matice A.

Odtud lze odvodit následuj́ıćı. Necht’ (�x)U = (x1, . . . , xn), tedy �x = Σn
i=1xi �ui.

Chceme-li źıskat vektor souřadnic vektoru (�x)V vzhledem k bázi V , máme (�x)V =
(Σn

j=1xj · �uj)V = (linearita souřadnicového isomorfismu)= Σn
j=1xj(�uj)V = (definice

matice přechodu) = Σn
j=1xj · Σn

i=1aij · �vi = Σn
i=1(Σ

n
j=1aij · xj) · �vi a odtud (�x)V =

A · (�x)U . Označ́ıme-li matici A symbolem PUV naznačuj́ıćım přechod od báze U k
bázi V , máme vztah

(�x)V = PUV · (�x)U .

Iterováńım tohoto vztahu (přechod od U k V a poté od V k W) máme (�x)W =
PVW · (�x)V = PUV · (�x)U . Na druhé straně máme (�x)W = PUW · (�x)U . Vzhledem
k jednoznačnosti vektoru souřadnic k uvažované bázi anebo vzhledem k libovolné
volbě vektor̊u (např. (�x)U = (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)) máme vztah

PUW = PVWPUV
převáděj́ıćı přechody mezi bázemi na násobeńı odpov́ıdaj́ıćıch matic přechodu.

Znač́ı-li E kanonickou bázi, pak PUE je matice, která vznikne naskládáńım
bázových vektor̊u z U do sloupc̊u. Dále plat́ı PVU = P−1

UV , nebot’ PUU je jednotkovou
matićı pro libovolnou bázi U . To mimo jiné znamená, že vyjádřeńı vektor̊u kanon-
ické báze pomoćı vektor̊u libovolné báze U dostaneme jako sloupce inverzńı matice,
která vznikne z matice vzniklé naskládáńım vektor̊u báze U do sloupc̊u.

Př́ıklad. Nalezněte matici přechodu od báze U = (2, 1, 1), (−1,−1, 1), (1, 2, 3)
k bázi V = (1, 0, 1), (2, 1, 2), (1, 0, 2).

Plat́ı PUV = PEVPUE . Je PUE =


2 −1 1

1 −1 2
1 1 3


 a

PVE =


1 2 1

0 1 0
1 2 2


. Tedy PEV = P−1

VE =


 2 0 0
−2 1 0
−1 0 1


.

Matice lineárńıch zobrazeńı

Podobně jako při vyjádřováńı vektor̊u v r̊uzných baźıch jsou vhodným prostřed-
kem matice přechodu, přičemž jejich násobeńı odpov́ıdá přecházeńı mezi bázemi, je
pro vyjádřováńı obraz̊u vektor̊u v lineárńıch zobrazeńıch efektivńı použ́ıváńı matic
lineárńıch zobrazeńı, přičemž skládáńı lineárńıch zobrazeńı odpov́ıdá maticovému
násobeńı.

Necht’ U = (�u1, . . . , �um) je báze vektorového prostoru U a V = (�v1, . . . , �vn) báze
vektorového prostoru V . Necht’ dále f : U → V je lineárńı zobrazeńı. Definujme
matici tohoto lineárńıho zobrazeńı Lf

UV v uvedených baźıch následuj́ıćım zp̊usobem.
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Definice 8. Řekneme, že matice Lf
UV je matićı lineárńıho zobrazeńı f : U → V

v baźıch U = (�u1, . . . , �um) a V = (�v1, . . . , �vn), jeslǐze j-tý sloupec matice Lf
UV je

tvořen vektorem souřadnic f(�uj) vzhledem k bázi V, tedy (Lf )j
UV = (f(�uj))V , kde

index j nahoře znač́ı j-tý sloupec matice. Jsou-li báze U a V stejné, hovoř́ıme o
matici lineárńıho zobrazeńı v bázi U (nebo V).

Nyńı vyjádř́ıme v bázi V obraz libovolného vektoru f(�x). Pro zjednodušeńı
symboliky označme dočasně matici lineárńıho zobrazeńı Lf

UV symbolem A. Necht’
(�x)U = (x1, . . . , xm), tedy �x = Σm

j=1xj�uj. Pak (f(�x))V = (za použit́ı linearity f)
= Σm

j=1xj ·(f(�uj))V = (definice matice lineárńıho zobrazeńı) = Σm
j=1xj ·Σn

i=1aij ·�vi =
Σn

i=1(Σ
m
j=1aijxj) · �vi. Ṕı̌seme-li tedy opět Lf

UV mı́sto A, máme

(f(�x))V = Lf
UV · (�x)U .

Poznamenejme, že matice lineárńıho zobrazeńı má obecně n = dimV řádk̊u a m =
dimU sloupc̊u, neńı tedy obecně čtvercová.

Pro skládáńı lineárńıch zobrazeńı plat́ı následuj́ıćı. Je-li Lf
UV matice lineárńıho

zobrazeńı f : U → V v baźıch U a V a Lg
VW matice lineárńıho zobrazeńı g : V → W

v baźıch V a W , pak ((g◦f)(�x))W = (g(f(�x))W = Lg
VW ·(f(�x))V = Lg

VW ·Lf
UV ·(�x)U .

Na druhé straně máme ((g ◦ f)(�x))W = Lg◦f
UW · (�x)U . Užit́ım stejných argument̊u

jako u matic přechodu dostaneme

Lg◦f
UW = Lg

VW · Lf
UV .

Tedy skládáńı lineárńıch zobrazeńı odpov́ıdá násobeńı odpov́ıdaj́ıćıch matic.

Shrnut́ı. Lineárńı zobrazeńı jsou ve vzájemně jednoznačné korespondenci s
maticemi. Tato korepondence se pro libovolně pevně zvolené báze U ,V realizuje
přǐrazeńım matice přechodu Lf

UV lineárńımu zobrazeńı f a naopak matici A se
přǐrad́ı lineárńı zobrazeńı fA definované předpisem (fA(�x))V := A · (�x)V .

Př́ıklad. Nalezněte matici lineárńıho zobrazeńı f z př́ıkladu s obrázkem, v
němž se otáč́ı horizontálńı složka prostorového vektoru o úhel α a) v kanonické
bázi, b) v bázi U = (1, 0, 1), (2, 1, 1), (0, 1, 0).

a) Lf
EE =


cosα − sinα 0

sin α cosα 0
0 0 1


.

b) Plat́ı (f(�x))U = PEU · (f(�x))E = PEULf
EE · (�x)E = PEULf

EE(�x)EPUE · (�x)U =

Lf
UU · (�x)U . Odtud Lf

UU = PEULf
EEPUE = P−1

UELf
EEPUE , kde PUE =


1 2 0

0 1 1
1 1 0


.
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